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第 1 章 緒言    1 

1. 緒言 

1.1 研究の背景 

1.1.1 デンドライト凝固組織 

 世界人口の増加，有限の資源，環境保護などの制約の下，継続的な社会発展を維持す

ることが課題となっている現代において，強度や延性，靭性の高い金属材料の開発は，

自動車や飛行機といった機械製品の軽量化とそれに伴う省資源，低燃費化に繋がる重要

な課題である．金属材料の強度や延性，靭性を向上させるための主な取り組みとして，

希少元素の添加による材料特性向上の研究が行われている[1]．一方で，金属材料の機械

的特性は，材料の成分組成だけでなくメゾスケール(0.1 μm～100 μm)の金属組織形態に

強く依存することが知られている[2-4]．資源の乏しい日本において，組織形態の最適化

は希少元素の添加によらない高性能材料開発手法として重要な意味を持つ． 

金属組織は材料加工プロセスの初期工程である鋳造において形成される凝固組織と

して現れる．凝固組織は鋳造製品の品質や性能を直接決定するだけでなく，その後の材

料加工プロセスにおける初期組織となり最終製品の金属組織形態に強く影響する．その

 

 

Fig.1.1 Schematic image of dendrite growth during solidification in casting. 
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ため，鋳造において得られる凝固組織の高精度な予測と制御は高性能材料を開発する上

で非常に重要である． 

鋳造工程において，鋳型に流し込まれた金属溶液は通常，鋳型壁面に接する部分から

冷却される．それにより，鋳型壁面において不均一核生成が発生し，結晶成長が始まる．

過冷却溶液中における典型的な凝固組織形態はデンドライト(樹枝状結晶)である[5-8]．

図 1.1 にデンドライト成長過程の模式図を示す．鋳型壁面に生じた固相核は図に示すよ

うに柱状デンドライト形態を取りながら抜熱方向に一方向凝固し，柱状晶を形成する

[9]．その後，過冷却溶液中に生成した固相核や柱状晶から遊離した固相片が等軸デンド

ライト形態へと成長しながら，浮力や流体力によって運動し，他の等軸デンドライトと

衝突・結合しながら堆積することで等軸晶を形成する[10-15]．このように，凝固は固液

相変態だけでなく，熱や溶質元素の移流拡散，液相の流動，固体の運動，衝突，結合と

その後の粒成長などを伴うマルチフィジックス問題である．そのため，形成される凝固

組織を高精度に予測するには凝固中に発生するこれらの現象が組織形態に与える影響

を複合的に評価する必要がある． 

 

1.1.2 デンドライト成長のその場観察 

 金属材料の溶液は，一般的に高温かつ不透明であり，デンドライトの成長過程を直接

観測することは難しい．そのため，従来，デンドライト凝固組織の評価は，凝固が完了

した試料の断面を研磨し腐食などの処理を行った後に観察する手法が一般的であった．

しかしながら，この手法では得られた凝固組織形態から成長過程を予想するしかなく，

デンドライト成長過程のダイナミクスについて得られる情報は非常に限定される．1970

年代後半より，デンドライトの成長を直接観測するために，透明な有機材料である

Succinonitrile (SCN) [16-20]や SCN-acetone [14-15, 21-23]，NH4Cl-H2O [10, 12-13, 24-27]を

純物質や二元合金のモデル材料として用いた実験観察が行われている．これらの材料が

モデル材料として選ばれた理由として，材料が透明であり通常の光学カメラを用いて直

接観測することが可能である点，融点が比較的室温に近い点，立法晶金属に似た結晶成

長形態が見られる点が挙げられる．また，近年においては，X 線を用いたその場観察に

よって，不透明な金属溶液中におけるデンドライトの成長を直接観測することが可能と

なった[28-43]．それらの観察の中で，熱・溶質の分布が不均一になることで生じる自然

対流によって柱状デンドライトの成長形態が大きく変わる様子[35]や，柱状デンドライ

トの破断が生じる過程[29, 31-32, 34, 36-37, 39-41]，破断した固相片が等軸デンドライト

へと成長する過程[37]，液相中を等軸デンドライトが運動する様子[33, 38, 43]などが直

接観測されている．しかしながら，X 線を用いた観察において，観察対象は薄膜試料に

限定される．そのため，実際の鋳造工程で見られるマクロなバルク材料内でのデンドラ

イト成長を直接観測することは未だに難しい．また，温度や溶質濃度，流速の分布など

も限定的な条件においてしか得られない．そのため，数値計算手法による凝固現象の再
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現と，実験および数値計算の双方で得られる相補的なデータを元にした凝固メカニズム

の解明が重要になる． 

 

1.1.3 デンドライト成長の数値計算 

 凝固中のデンドライト成長を表現可能な数値モデルとして，主にフェーズフィールド

法[44-46]やセルオートマトン法[47-58]が用いられている．フェーズフィールド法では，

系の状態を表現するためにフェーズフィールドと呼ばれる新たな秩序変数 ϕ を追加し，

例えば，図 1.2 に示すように固相において ϕ = +1，液相において ϕ = −1，固液界面にお

いて−1 < ϕ < +1 の範囲で滑らかに変化すると定義する．この ϕ を用いて系の自由エネル

ギーを記述しその汎関数微分を求めることで，エネルギー最小化問題として固液界面の

形態変化を取り扱う．言い換えれば，汎関数微分より求められた ϕ の時間発展方程式を

解くだけで固液界面形態を明示的に追従する必要なく固液相変態を容易に表現できる．

一方で，セルオートマトン法では，格子分割した計算領域中の各セルを固相セル，液相

セル，界面セルのいずれかとして取り扱う．界面セルは固相セルと液相セルの間に 1 つ

配置され，周囲のセルの配列や状態に基づいて固相率が 0 から 1 の範囲で変化し，0 も

しくは 1 で液相セル，固相セルに切り替わる．ここで，デンドライト成長問題において

は，固液界面の進展を定義する基礎式に界面曲率が含まれるため，その評価が重要にな

る．このとき，界面を 1 格子分の幅で表現するセルオートマトン法に対して，フェーズ

フィールド法では固液界面において複数の格子点から成るフェーズフィールドの連続

的な分布が存在するため，ϕ の勾配から算出される界面法線方向 n =∇ϕ/|∇ϕ| の分布を

用いることでセルオートマトン法よりも高精度に界面曲率を算出することができる．そ

のため，固液界面における曲率評価精度の観点において，フェーズフィールド法の方が

 

 

Fig.1.2 Schematic image of phase-field method. 
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セルオートマトン法よりも優れている．そこで，本研究では，デンドライト成長を高精

度に評価可能なフェーズフィールド法に着目する．以降にフェーズフィールド法を用い

たデンドライト成長計算の発展と現状の課題を述べる． 

 フェーズフィールド法によるデンドライト成長予測は，小林による純物質のデンドラ

イト成長計算[44, 59]を皮切りに，計算の定量化や合金系への拡張がなされてきた．最初

期のフェーズフィールドデンドライト凝固モデルでは，界面幅を 0 と仮定して物性値と

フェーズフィールドモデル中の係数との関連付けを行う急峻界面極限[60]が用いられ

た．このモデルでは，界面領域において温度や溶質濃度が分布を持つ場合，界面幅に依

存して計算結果が変わるという問題を有しており，界面幅に依存しない結果を得るため

には数値格子幅を 0 に近づける必要がある[61]．これに対して，Karma らは，界面領域

内における温度変化を許容する薄層界面極限を用いることによって，固相と液相の熱拡

散係数が等しい純物質凝固において界面幅の依存性を除去したフェーズフィールドモ

デルを開発した[45, 62]．このような計算結果が界面幅に依存しないモデルを定量的フ

ェーズフィールドモデルと呼ぶ．実際の固液界面の幅が原子数個分であるのに対して，

このモデルは実際の界面幅よりも大きな界面幅を用いて高精度な凝固計算を効率的に

行うことを可能にした．その後，薄層界面極限は Kim らによって 2 元合金凝固問題へ

と拡張された[63]．しかしながら，この薄層界面極限においても，界面幅に依存して計

算誤差が生じることが Almgren によって報告されている[64]．これを受けて，Karma ら

は，固相内拡散を 0 と仮定した条件下において，溶質拡散方程式中に界面領域における

溶質拡散の流束を補正する非線形項，antitrapping 流束項を追加することによって界面幅

の依存性を消す，2 元合金等温凝固モデルを考案した[65]．このモデルは，後に大野ら

によって任意の固相拡散係数を扱えるように拡張された[66]．また，大野らはこのモデ

ルをさらに拡張し，多元系合金かつ固液相変態による潜熱の放出とそれに伴う温度変化

を扱えるモデルを報告している[67]．これらの定量的フェーズフィールドモデルを用い

て純物質のデンドライト成長計算[44, 59, 61-62, 68-69]，二元合金の等軸デンドライト成

長[70-72]や柱状デンドライト成長[22, 73-82]の評価が数多く実施されている．しかしな

がら，それらの多くは計算対象が 2 次元問題に限定されており，3 次元問題を取り扱っ

た計算では，単一のデンドライト成長[59, 62, 68]やデンドライト先端近傍だけを取り扱

った評価[76, 78]に限定されている．これは，デンドライト先端部分をその曲率半径より

も数倍細かい数値格子で分割しないと計算の定量性が得られない問題に起因して，デン

ドライトスケールに対して計算に必要な数値格子点数が非常に多くなり計算コストが

高くなることが原因である． 

さらに，デンドライトの成長形態に強く影響する凝固中の液相流動を評価するために，

フェーズフィールド凝固モデルにナビエ・ストークス法[83-85]や格子ボルツマン法[86]

などの流体計算手法を連成した凝固モデルの開発が行われた．これらのモデルを用いて

2 次元デンドライト成長に強制対流[83, 86-100]や自然対流[101-103]が与える影響の評価
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が行われた．液相流動を伴う問題においては，2 次元と 3 次元でデンドライト近傍にお

ける流れ場が決定的に異なる．そのため，デンドライト形態に液相流動が与える影響の

定量的な評価には 3 次元計算が不可欠であるが，一般的に液相流動の計算コストはフェ

ーズフィールド計算よりも数倍以上高く，計算規模は対流を考慮しない場合よりもさら

に制約される．それゆえに，液相流動を伴う 3 次元デンドライト成長は対流下において

単一のデンドライトが成長する計算[104-107]のみに限定されていた． 

また，等軸晶の形成過程において液相中に浮遊する等軸デンドライトの運動は組織形

態に強く影響する．デンドライト成長中の固体の運動を評価するために，フェーズフィ

ールド凝固モデルに流体計算と固体の運動方程式を連成した計算モデルが Do-Quang と

Amberg[108]と Rojas ら[109]によってそれぞれ提案されている．これらのモデルでは，

固体の運動を伴う単一の 2 次元デンドライト成長のみを対象としている．その後，Oi ら

によって複数のデンドライトの運動を取り扱えるモデルが開発された[110]．しかしな

がら，そのモデルにおいては，デンドライト同士が接触する場合の取り扱いは記述され

ておらず，浮力によって沈降した等軸デンドライト同士が衝突し結合した後の挙動を表

現することはできない．高木らは Rojas ら[109]のモデルを拡張し，複数デンドライトの

成長と運動，デンドライト同士が衝突した際の結合，接触した固々界面における粒成長

を表現可能なモデルを構築した[111]．しかしながら，これらの計算は全て 2 次元計算で

あり，取り扱うデンドライト数も十数個程度の小規模な計算に限定されている． 

 

1.1.4 高性能計算手法を用いた大規模デンドライト成長計算 

 実際の鋳造プロセスにおいては，凝固組織は 3 次元バルク内領域において無数のデン

ドライト結晶が周囲の粒同士で相互作用しながら競合成長することによって形成され

る．そのため，凝固組織形態を高精度に予測するためには，多数の 3 次元結晶粒の成長

とその相互作用を表現可能な高性能な数値計算手法が必要となる．フェーズフィールド

法を用いたデンドライト成長計算の効率化のために adaptive mesh refinement (AMR)法が

用いられている[70, 77, 91, 99, 104, 107, 112-119]．AMR 法は，高い空間分解能を必要と

する領域に局所的に細かい計算格子を配置し，それ以外の領域には粗い計算格子を配置

する計算効率化手法であり，固液界面近傍においてのみ細かい数値格子を必要とするフ

ェーズフィールド法と非常に相性がよい．しかしながら，AMR 法は，計算領域内でデ

ンドライトが密に成長する場合など，領域内において固液界面が占める割合が多いよう

な成長計算においては計算効率が低下するという計算性能の問題依存性を有している．

また，AMR 法の実装は煩雑であり，計算コードの開発に多大な労力を要する．最近，

Guo と Xiong が AMR 法を適用したデンドライト成長計算の複数 CPU 並列計算手法を

開発し，連続冷却化における複数の 3 次元等軸デンドライトの成長計算を実施すること

に成功している[114-115]．その後，その計算手法は液相流動を伴う凝固問題に拡張され

[118]，強制対流下における複数の 3 次元デンドライト成長計算も実施された[117, 119]．
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一方で，これらの計算で用いられた計算領域サイズは AMR 法における最小の格子幅で

換算して最大でも 10243 格子であり，取り扱われたデンドライトの個数は 10 個から 20

個程度であることから計算規模は未だに限定的である． 

近年，高性能計算の分野において graphic processing unit (GPU)を汎用計算へ活用する

ことで計算の高速化を図る General-purpose computing on graphics processing units 

(GPGPU)が注目されている．CPU の持つ演算コアの数が一般的に高々数個から十数個

なのに対して，GPUは数千の演算コアを搭載しており高い並列処理能力を有している．

この GPGPU は材料計算科学の分野においても取り入れられ，デンドライト成長計算の

高速化にも活用されてきた[42, 67, 80-82, 120-126]．高木らは，この GPU を複数用いて

並列計算を行う高性能計算手法を 2 元合金のフェーズフィールド一方向凝固計算に適

用することで，一方向凝固時の多結晶柱状デンドライト競合成長の大規模計算を可能と

し，複数 GPU 並列計算がフェーズフィールド凝固計算の高速化および大規模化に適し

ていることを示した[120-122]．特に，東京工業大学の GPU スパコン TSUBAME2.0 を用

い，768 GPU を並列して実施した 2 元合金の 3 次元大規模多結晶一方向凝固計算では，

4096×4104×4096 格子(3.072×3.078×3.072 mm3)の領域サイズを用いて，4×106計算ス

テップ(100 s)まで計算を行っている．これは，現時点において報告されているフェーズ

フィールド法によるデンドライト計算の中で最大の時空間スケールである[121]．この

計算では均一な正方格子を用いた差分計算によって，大規模なフェーズフィールド計算

を実現している．差分計算は GPU の多数の演算コアを用いたベクトル演算と非常に相

性が良い．また，正方格子を用いた差分計算は実装がシンプルであり，さまざまな凝固

問題にモデルを拡張する上で汎用性が高く適用しやすい．一方で，この大規模柱状デン

ドライト成長計算においても，柱状デンドライトが成長可能な距離が計算領域に制約さ

れるため，定常成長状態におけるデンドライト同士の相互作用を評価可能な十分な引抜

時間を確保できているとは言えず，更なる計算の効率化が必要である．  

 

1.2 本研究の目的 

本研究では，デンドライト凝固組織の高精度予測に向けた大規模フェーズフィールド

計算手法を確立することを目的とする．大規模計算は，並列演算性能の高い graphics 

processing unit (GPU)を複数用いた並列計算をベースとし，各種計算効率化手法を併用す

ることで可能とする．さらに，構築手法を用いて東京工業大学の GPU スーパーコンピ

ュータ TSUBAME 上において大規模計算を行うことで，複数デンドライトの競合成長

（第 2 章），液相流動下におけるデンドライトの形態変化，デンドライト樹間液相流れ

の透過率（第 3 章）など，金属材料の凝固過程において重要な問題を数値計算によって

初めて高精度に評価する．さらに，固液相変態，溶質・熱拡散，液相流動を含むマルチ

フィジックス問題に対する高性能計算法を提案する（第 4 章）．また，固体の運動，衝

突，結合を伴う凝固問題の大規模計算手法を構築し，等軸晶形成過程の再現を行う（第
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5 章）．次節に各章の構成を示す．なお，本研究では二元合金を対象とした． 

 

1.3 本論文の構成 

 第 2 章では，一方向凝固過程における複数柱状デンドライトの競合成長挙動評価を可

能とするために，二元合金凝固のための定量的フェーズフィールドモデル[66]を一方向

凝固問題に拡張したモデルの複数 GPU 並列計算手法を開発する．ここで，長時間の一

方向凝固を効率的に再現するためにデンドライト先端を追従して計算領域を移動させ

る計算効率化手法も実装した．その後，開発したコードの強スケーリング評価および弱

スケーリング評価を行う．さらに，開発手法を用いて 3 次元バルク領域内における柱状

デンドライト成長挙動の評価を行う． 具体的には，まず，一方向凝固中の二元合金単

結晶内におけるデンドライト一次枝の配向性と間隔の評価を行う．次に，二結晶の収束

粒界において相互作用するデンドライトの 3 次元淘汰挙動の評価を行う．最後に，多結

晶一方向凝固における淘汰挙動を評価する． 

第 3 章では，凝固において重要な液相流動を考慮したデンドライト成長の大規模フェ

ーズフィールド計算手法を構築する．凝固モデルとして，二元合金凝固のための定量的

フェーズフィールドモデル[66]と液相流動を表現するための格子ボルツマンモデルの

連成モデル[109]を用いる．開発した手法の並列計算性能の評価を行い，対流下における

3 次元デンドライト成長形態の評価に必要な大規模計算に複数 GPU 並列計算手法を適

用することの有用性を示す．その後，開発手法を用いて，強制対流が 3 次元デンドライ

ト形態に与える影響を，対流方向に対するデンドライトの結晶方位を変えて詳細に評価

した．さらに，重力下での合金凝固において必然的に生じる自然対流が，3 次元単結晶

一方向凝固中の柱状デンドライト成長挙動に与える影響の評価を行う．また，マクロス

ケールの鋳造予測計算において重要なパラメータである固液共存領域における流体の

透過率を高精度に予測するための手法を開発し，多数の柱状デンドライトの透過率評価

を行う． 

第 4 章では，凝固速度が速い場合や対流が強い場合において重要な固液相変態時の潜

熱の放出と熱拡散を考慮可能とするために，熱・溶質の移流拡散，液相流動を伴うデン

ドライト成長のための 3 次元大規模フェーズフィールド計算手法を構築する．ここで，

特に計算コストの高い熱拡散や液相流動の時間発展を効率的に解くために，フェーズフ

ィールド方程式と熱および溶質の時間発展方程式，液相流動を表現するための格子ボル

ツマン方程式を解くのにそれぞれ異なる格子幅および時間増分を用いる複数格子およ

び時間増分法[127]を用いる．さらに，計算の大規模化および高速化のために，複数の

GPU を用いた並列計算を実装する．開発した手法を用いて計算性能の評価を行い，複

数格子および時間増分法，複数 GPU 並列計算法によって，計算の高速化および大規模

化が達成できることを確認する．また，開発手法を用いて熱溶質対流を伴う複数デンド

ライト成長の大規模計算を実施し，その有用性を評価する． 
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第 5 章では，固体の運動が凝固組織の形成過程に与える影響を評価可能とするため

に，液相中を運動しながら成長するデンドライトの大規模計算法を構築する．まず，長

距離を沈降する単一等軸デンドライトの成長を効率的に評価可能な 2 次元計算手法を

開発する．開発手法において，デンドライトの成長はフェーズフィールド法を，液相の

流動は格子ボルツマン法を，デンドライトの沈降は運動方程式を用いてそれぞれ表現す

る．ここで，沈降するデンドライトに合わせて計算領域を移動させる計算効率化手法を

実装する．さらに，複数格子法と GPU 計算によって計算を高速化する．開発手法の妥

当性評価のため，単一円形粒子の沈降計算を実施し，先行研究の結果と比較する．その

後，開発手法を用いて重力下での二元合金等温過冷却溶液中における単一デンドライト

の成長計算を行い，デンドライト一次枝の成長速度，沈降速度，デンドライトの結晶方

位の時間変化をそれぞれ評価する．さらに，多数の等軸デンドライトが成長しながら沈

降し堆積して等軸晶を形成する過程の数値解析による評価を可能とするために，液相流

動および固体の運動，衝突，結合を伴う複数デンドライト成長のためのフェーズフィー

ルド凝固モデルの複数 GPU 並列計算手法を開発する．開発手法の計算性能を評価した

のち，多数のデンドライトが計算領域上端から降り注ぎながら堆積して等軸晶を形成す

るシャワーリング計算を行い，得られた等軸晶形態から実装した計算モデルにおけるデ

ンドライト同士の衝突・結合モデルの妥当性を検証する． 

第 6 章では本論文全体を統括し得られた成果をまとめる． 
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2. 柱状デンドライト競合成長の大規模計算 

鋳造において，凝固は一般的に鋳型壁面に生じたチル晶から進展し，粒の淘汰を伴い

ながら柱状晶が形成される[9]．この時の粒の競合成長モデルとして，図 2.1 に示すよう

に温度勾配方向に沿って成長する(favorably oriented : FO)粒は，温度勾配方向から傾いた

方向に成長する(unfavorably oriented : UO)粒の成長を遮って成長し続けることが出来る

という Walton と Chalmers (WC)の提唱したモデル[128]が広く受け入れられている[129-

131]．しかしながら，近年，ニッケル基超合金の二結晶一方向凝固において，WC モデ

ルに反して収束粒界で UO 粒が FO 粒を淘汰する普通ではない淘汰現象が報告されてい

る[132-134]．この淘汰現象のメカニズムを解明するため，二元合金の二結晶一方向凝固

の 2 次元フェーズフィールド計算が実施され[79-81, 135]，FO と UO デンドライト一次

枝先端近傍の溶質拡散層の相互作用によってこの現象が引き起こされることが明らか

にされた[80]．一方で，3 次元系においては，FO と UO デンドライトの相互作用は必ず

しも face-to-face の正面衝突ではなく，収束粒界や発散粒界における FO と UO デンドラ

イトの成長方向が同一平面上にないねじれの関係にある場合の相互作用も起こり得る．

先に言及した普通ではない淘汰現象は 3 次元二結晶競合成長においても観察されてお

り[136-138]，3 次元粒淘汰挙動を明らかにすることは，冶金学への応用やタービンブレ

ードなどの一方向凝固製品の製造技術向上[139-141]にあたって重要な課題である． 

加えて，一方向凝固中の各粒内のデンドライト/セル凝固組織の一次枝配列は，固液共

存領域におけるミクロ偏析や透過率を決定する重要な因子である[8]．一方向凝固実験

における柱状粒の成長方向に対して垂直な凝固組織断面の観察では，正方形配列，正六

角形配列，ランダム配列などの様々な一次枝配列が確認されている[23, 142-157]．この

内，凝固組織がセル構造の場合においては，六角形配列が多く報告されている[143, 148-

149, 151, 153, 156]．正六角形配列は 2 次元平面上に同一半径の円柱を最密配置した場合

 

 

Fig.2.1 Schematic image of dendrite competitive growth. 
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に得られる配列であり，セル状組織の成長方向に対する垂直断面はほぼ円形であること

から，円柱状セル組織が六角形配列を取ることは直感的に理解できる．また，形成され

た六角形配列が粒内にランダムな方位に配置されることも報告されている[148-149]．一

方，デンドライト構造については，四角形[142, 158]，六角形[142, 144, 154, 159]，ランダ

ム配列[143]など様々な配列が報告されており，デンドライト構造において支配的な配

列がどれかについて決定的な報告は得られていない． 

そこで，本章では，一方向凝固過程における複数柱状デンドライト競合成長の 3 次元

評価を数値計算的に可能とするため，希薄二元合金凝固のための定量的フェーズフィー

ルドモデル[66]を一方向凝固問題に拡張したモデルの大規模 3 次元計算手法を開発する．

また，開発手法を用いて，単結晶，二結晶，多結晶の柱状デンドライト競合成長計算を

実施し，単結晶内におけるデンドライト一次枝の配向性やデンドライト粒の 3 次元淘汰

挙動を明らかにする． 

 

2.1 数値モデル 

2.1.1 二元合金凝固の自由境界問題 

 本研究では，希薄二元合金凝固に着目する．溶質が希薄な場合，液相線と固相線は線

形であるという仮定が成立するとして，図 2.2 に示す状態図と近似可能な合金を計算対

象とする．このとき，液相線の勾配を m，分配係数を k とする．界面において局所的に

平衡状態が成立すると仮定した時，界面の固相側の溶質濃度 Cs
*と液相側濃度 Cl

*の関係

は Cs
* = kCl

*となる．このとき，界面の温度 T は式(2.1)に示す Gibbs-Thomson 関係式で表

される[66]． 

 

 

 

Fig.2.2 Phase diagram of dilute binary alloy. 
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 * /m l nT T m C V      （2.1）  

 

ここで，Tmは溶媒の融点を示している．Γ は Gibbs-Thomson 係数であり，Γ = γTm/ΔH で

与えられる．ここで，γ は界面エネルギー，ΔH は単位体積当たりの潜熱である． は界

面曲率，Vnは界面の平均移動速度，μ はカイネティック係数である．ここで，温度 T0に

おける等温凝固を考えると，式(2.1)は次のように書き換えられる． 

 

    *
01 1 1e

l l nC C k d k V       （2.2）  

 

ここで，Cl
e と Cs

e はそれぞれ温度 T0 における液相および固相の平衡溶質濃度であり，

Cl
e = (Tm − T0)/|m|である．また，d0は毛管長さであり，式(2.3)で定義される． 

 

 
0 0d T   （2.3）  

 

ここで，ΔT0 = |m|(1-k)Cl
eは凝固温度範囲である．また，式(2)中の  は  =1/(μΔT0)と定

義する．固相および液相のバルク部分における溶質濃度は式(2.4)に示す拡散方程式に従

う． 

 

 
2

i

C
D C

t


 


 （2.4）  

 

式(2.4)中の Diは溶質の拡散係数を表しており，添え字 i は i = l であれば液相，i = s で

あれば固相を示す．さらに，界面領域において溶質濃度 C は次の質量保存則を満足する

必要がある． 

 

  * 1l n s n l nC k V D C D C
 

      （2.5）  

 

ここで，∂nC|+と∂nC|−はそれぞれ界面の固相側および液相側における溶質濃度の界面法線

方向微分である．ここから，式を簡潔に表すため，溶質濃度 C の無次元化を行う．無次

元溶質濃度 u は次式で定義する． 

 

 
 1

e
l

e
l

C j C
u

C k

 


 （2.6）  



第 2 章 柱状デンドライト競合成長の大規模計算   12 

 

このとき，液相において j+ = 1，液相において j− = k とする．無次元溶質濃度 u の導入に

より，式(2.2)と式(2.4)，式(2.5)は次のように書き換えられる． 

 

 
*

0 nu d V     （2.7）  

 2
i

u
D u

t


 


 （2.8）  

   *1 1 n s l

u u
k u V kD D

n n

 
 

       
 （2.9）  

 

なお，u*は界面における無次元溶質濃度を表す．以上の式(2.7)，式(2.8)，式(2.9)が，界

面の移動速度および，溶質濃度 C の時間発展を決定する支配方程式である． 

 

2.1.2 二元合金凝固のための定量的フェーズフィールドモデル 

 次に，第 2 章 1 節 1 項で導出した自由境界値問題を表現可能なフェーズフィールドモ

デルを示す．ここで，固相および液相を表現するために，フェーズフィールド変数 p を

導入し，p = 0 の領域を液相，p = 1 を固相と定義する．p の値は，界面領域において 0 か

ら 1 の間を連続かつ滑らかに変化する．フェーズフィールド変数 p の導入により，系の

Ginzburg-Landau 型自由エネルギー関数は式(2.10)で与えられる． 

 

       
2

2
1

2
s l

V
F p f p g p f g p f dV




   
          

   
  （2.10）  

 

ここで， は勾配エネルギー係数， f (p) はダブルウェル型のポテンシャル関数，は

ポテンシャル障壁である．また，fs および fl はそれぞれ固相と液相の自由エネルギー密

度である．補間関数 g (p)は単調増加関数であり， g (0) = 0， g (1) = 1 を満足する．ここ

で，固相の溶質濃度場 Csと液相の溶質濃度場 Clを新たに導入する．本モデルでは，KKS

モデル[63]に基づいて界面は固相と液相の混合領域であると定義し，固液界面における

溶質濃度 C は混合則 C = pCs + (1 − p)Clに従うとする．Csと Clは互いに依存する変数で

あり，その関係は平衡化学ポテンシャル状態を表す関係式∂f/∂Cl = ∂f/∂Cs = const.によっ

て決定される[63]．本研究では，対象を希薄二元合金とすることによって Cs = kCl の関

係が成立すると仮定する．フェーズフィールド変数 p の時間発展方程式は，非保存型

Allen-Cahn 方程式∂p/∂t = − M δF/δp によって次式で与えられる[160]． 
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     1 2 2
s s l l s l c

p
M p f g f C f C C C

t
   

         
 （2.11） 

  

式(2.11)中のM はフェーズフィールドモビリティである．また， f と gはそれぞれ f

と g のフェーズフィールド変数 p に関する 1 次導関数である．溶質濃度場 C の時間発

展方程式は，フェーズフィールド変数 p の導入により式(2.12)で表される． 

 

     1s l

c
D p p C p C

t


     


 （2.12）  

 

ここで，D(p)はフェーズフィールド変数 p に依存した拡散係数であり，D(1) = Ds，D(0) 

= Dlを満たす．次に，式の整理のため，新たにフェーズフィールド変数 ϕ = 2p−1 を導入

する．このとき，固相および液相はそれぞれ ϕ = +1 および ϕ = −1 で表される．さらに，

無次元溶質濃度 u を次のように定義する． 

 

 
e

l l

e e
l s

C C
u

C C





 （2.13）  

 

この形式は，式(2.6)の急峻界面における無次元化と同様である．希薄溶液を仮定すると，

式(2.11)の右辺第 3 項は次のように近似することができる[63]． 

 

       

 

0 e e
s s l l s l c l s l s

m

e em
l s l s

m

RT
f C f C C C C C C C

v

RT
C C C C

v

          

      

 （2.14）  

 

ここで，R は気体定数であり，vmはモル体積である．この近似において，T0 = Tm − mCl
e

の右辺第 2 項は，希薄溶液の場合，無視できるほどに小さい値を取るため無視できる．

式(2.11)と式(2.12)はフェーズフィールド変数 ϕ と無次元溶質濃度 u を用いることで式

(2.15)と式(2.16)に書き換えられる．  

 

1 2 2 2M f g u
t


    

    


 （2.15）  

 
   

1 1 1
1 1

2 2
l AT

k k u
D q u k u

t t

 


                    
J J  （2.16）  
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ここで，M = 4 M ，σ = /2，ω = /4，λ = RTm(1−k)(Cl
e−Cs

e)/(2vm)である．q(ϕ)は式(2.17)

で与えられる． 

 

 

  
   1 1

2l

k kD
q

D




    
   （2.17） 

 

このとき，q(ϕ)は q(+1) = kDs/Dl，q(−1) = 1 である．さらに，式(2.16)中に，拡散界面に

おける溶質の拡散流束を補正し界面幅に依存しない計算結果を得るための antitrapping

流束項 JATを追加する．Antitrapping 流束項は式(2.18)で与えられる[66]． 

 

    1 1AT a k u
t

  




 
         

J  （2.18）  

 

ここで a(ϕ)は補間関数であり，a(ϕ) = (1−kDs/Dl)/( 2 2 )である．また，デンドライトの高

次枝を表現するためにノイズ項Jを式(2.16)中に導入している[161]．式の整理のため，

τ = (Mω)−1，W2 =σ2ω−1，λ* = (15/8)λ/ω，f’ = 2 f ，g’ =(8/15) gとおくと，式(2.15)と式(2.16)

は次にように書き換えられる． 

 

 2 2 *W f g u
t


  


    


 （2.19）  

   
     

 
 

1 1
1 1

2

1
1 1

2

l

k k h u
D q u a W k u

t t

h
k u

t

  
 





                       


       

J

 （2.20）  

 

ここで，f’と g’はそれぞれ f’ = −ϕ + ϕ3および g’ = (1 − ϕ2)2と与える．また，h(ϕ) = ϕ と

与える．界面エネルギーγ は次式のように関連付けられる[46]． 

 

 
3 2

IW
 

    （2.21）  
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ここで，I = 2 2 /3 である．このとき，熱力学的駆動力の係数 λ*は，界面エネルギーγ と

希薄二元合金に関する van’t Hoff の関係式より次のように書き直せる[66]． 

 

    * 0
1

0 0

15 15 15 15
1

8 2 8 2 8 2 16

e e e em
l s l s

m m m

RT T HIWm H IW W
k C C C C a

v T T d d


  

 
         （2.22） 

 

ここで，a1 = 5 2 /8 である．式(2.19)に関して界面異方性を導入すると式(2.23)へと書き

直すことが出来る． 

 

 
22 *

, ,r x y z

W
W W f g u

t r r


   



   
                 

  （2.23）  

 

このとき，フェーズフィールド緩和時間 τ は τ = τ0as
2で表される．なお，τ0 = a2λ*W0

2/Dl

であり，a2 = 0.6267 である．また，フェーズフィールド界面幅 W は W = W0asで表される．

asは<100>方位をもつ結晶の界面異方性を表現するための関数であり，次式で表される． 

 

   

44 4

4
4 4

4

4
1 3 1

1 3
s

x y z
a

  


 

 

       
      

       
      

 
 

 （2.24）  

 

ここで，ε4は異方性の強度を表す変数，( x , y , z )は結晶の持つ<100>方位と一致する材料

座標系である．材料座標系( x , y , z )に関する ϕ の空間微分  は，  を座標変換する

ことによって   = Rx
T(ψ)Ry

T(θ)Rx
T(φ)  と表される．ただし，原点座標系( x, y, z )と

( x , y , z )とのなす角度は x-y-x 系オイラー角を用いて (φ, θ, ψ)と定義する．ここで，Ri(α)

は i 軸を中心に反時計回り方向へ α 回転させる回転行列である． 

 

2.1.3 定量的フェーズフィールドモデルの一方向凝固問題への拡張 

 第 2 章 1 節 2 項に示した等温下における二元合金凝固のためのフェーズフィールド

モデル[66]を一方向凝固問題に拡張する．一方向凝固中の計算領域内の温度場は，frozen 

temperature approximation の導入により次式で与えられる[74]． 

 

  0 pT T G z V t    （2.25） 
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ここで，G は z 方向の温度勾配，Vpは z 方向の引抜速度である．また，T0は二元合金の

初期溶質濃度 C∞が C∞ = k|m|(Tm−T0)を満たす基準温度である．式(2.25)の温度場 T を導

入すると，式(2.23)は次のように書き換えられる． 

 

 
 

 
22 *

, ,

1 1
r x y z

W
k u W W f g u u

t r r


   



   
                       

  （2.26）  

 

式(2.26)中の左辺第 1 項と右辺第 6 項に加えられた u’は frozen temperature approximation

の導入により追加された項であり，式(2.27)で与えられる． 

 

 
p

T

z V t
u

l


   （2.27）  

 

ここで，熱拡散長 lTは lT = |m|(1−k) C∞/(Gk)と定義される．  

式(2.20)と式(2.26)を数値解析的に解くために，有限差分法を用いて時間及び空間に関

する離散化を行う．両式とも時間については 1 次精度の前進差分を用いる．また，式

(2.20)と式(2.26)中のラプラシアンはそれぞれ 2次精度中心差分法と最近接および第 2 近

接格子点を用いた離散化手法[120]を適用する． 

 

2.2 計算手法 

2.2.1 計算領域移動法 

 一方向凝固中のデンドライト一次枝先端近傍を効率的に評価するため，本研究では温度

勾配方向に沿って一方向に成長するデンドライトの一次枝先端を追従するように計算領域

を移動させる[66, 74, 80]．図 2.3 に計算領域を移動させる手順の概要を示す．なお，図中

では簡単のため 2 次元の図を用いている．図 2.3 に示すように，一定時間ごとに底面か

らのデンドライト先端位置 L = Lz +ΔL を測定し，ΔL の値が Δx 以上の場合，各数値格子

点上の変数 ϕ，u の値を 1 格子下の格子点に代入する．この処理を ΔL が Δx より小さく

なるまで反復することによって，デンドライト先端を追従した計算領域の移動を表現す

る．なお，図 2.3 に示すように，上端の境界領域には ϕ = −1，u = (C∞−Cl
e)/(Cl

e−Cs
e)を代

入する． 
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2.2.2 複数 GPU 並列計算 

 本章の計算には，東京工業大学のスーパーコンピュータ TSUBAME2.5 を用いる．

TSUBAME2.5 は NVIDIA 社の GPU，Tesla K20X を 3 基と Intel 社の CPU，Xeon X567 を

2 基搭載した計算ノード 1408 基から構成される GPU メインのスーパーコンピュータで

ある．計算に用いるコードは，CPU 計算部分を C/C++言語，GPU 計算部分を compute 

unified device architecture (CUDA)言語を用いて記述した．また，計算ノード間の通信は

message passing interface (MPI)を用いて記述した．図 2.4 に複数台の GPU を用いた並列

計算における全計算領域の分割，および分割領域間での境界部分のデータの共有に関す

る概略図を示す．全計算領域は，y 方向および z 方向の 2 方向に分割し，分割した領域

それぞれに GPU を 1 基ずつ割り当てる．計算領域の分割には一般的に 1 次元分割，2 次

元分割，3 次元分割のいずれかが用いられる．基本的に，高次の分割の方が計算領域の

格子点数，すなわち計算量に対する境界データの通信量の比率が小さくなり，通信によ

るオーバーヘッドが小さくなる．ただし，GPU の演算性能は一般的に CPU に比べて数

倍から数十倍程度高いため，3 次元複数 GPU 並列計算において必要となる並列数は，

CPU を並列して実施した 3 次元計算において必要とされる並列数よりも少なくなると

予想される．領域の分割数が数百以下の場合，演算量に対する分割領域境界のデータ通

信量の比率は 2 次元分割の場合と 3 次元分割の場合で大きく変わらないため，本研究で

は実装にかかる工数が少ない 2 次元分割を採用した．分割領域境界におけるデータの共

有手順は以下の通りである．  

 

 

Fig.2.3 Schematics of moving frame algorithm for directional solidification. 
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1. 各 GPU は境界にある格子点上の ϕ と u，dϕ/dt，J の値を GPU から CPU に転送する． 

2. CPU に転送されたデータは，隣接する領域を受け持つプロセス間で MPI 通信によ

って交換する． 

3. 隣接領域から受け取ったデータを CPU から GPU に転送する． 

 

以上の手順を，各計算ステップの開始時に y 方向および z 方向に対して行う． 

 

2.3 計算性能評価 

開発した計算手法の強スケーリング評価および弱スケーリング評価を行う．なお，浮動小

数点の計算には単精度を用いた．強スケーリング評価は，全計算領域について 5123格子お

 

Fig.2.4 Domain decomposition and boundary data exchange between distributed GPUs. 

 

 

Fig.2.5 Scalability evaluation results in (a) strong and (b) weak tests of the multi-GPU parallel 

computational code for 3D phase-field model. Strong scaling tests are performed for the cell 

numbers of 5123 and 1,0243. Weak scaling tests are performed using the cell numbers of 1283 

per GPU.  
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よび 10243格子を用いて実施した．測定結果を図 2.5(a)に示す．図中において，計算性能は

1 秒あたりの浮動小数点演算回数(floating-point operations per second : FLOPS)を用いて

評価する．図に示すように，5123格子および 1,0243格子の両計算において，計算性能は使

用する GPU 数に比例して線形に増大したが，5123 格子の計算では GPU 数が 256 基を超

える場合において計算性能が頭打ちになる様子が見られた．この結果より，各格子数の計算

において GPU 数と計算性能が線形関係を保っている範囲においては，GPU 数の増加によ

って効率よく計算高速化を達成できることが確認できた．さらに，GPU 数が同じ場合，

1,0243格子の計算の方が 5123格子の計算よりも計算性能が高いことが確認できた．これは

先行研究[120]と同様の傾向である． 弱スケーリング評価は，各 GPU に 1283 格子を割り

当てて実施した．図 2.5(b)に示すように，測定した 16 GPU から 512 GPU の範囲におい

て，GPU 数の増加に伴って線形に計算性能が増加する様子が確認できた．これにより，GPU

数を増やすことで良好に計算規模を拡張可能であることを示すことができた． 

 

2.4 柱状デンドライト競合成長 

2.4.1 単結晶 

(1)  計算条件 

開発手法を用いて，単結晶の一方向凝固計算を実施する．このとき，引抜速度につい

ては Vp = 100 μm/s と固定し，6 種類の温度勾配 G = 5, 10, 20, 50, 100, 200 K/mm につい

て計算を行う．図 2.6 に計算条件および初期条件を示す．計算領域は，G = 10, 20, 50, 100, 

200 K/mm の計算には 10243格子を用い，G = 5 K/mm の計算にのみ 1,536×1,536×1,024 格

子を用いる．格子幅は Δx = Δy = Δz = 0.75 μm とする．計算領域の ϕ と u の境界条件に

ついて，x 方向と y 方向には周期境界条件，z 方向には零ノイマン条件を適用した．計

算開始時，計算領域は Al-3wt%Cu の溶液に満たされていると設定する．このとき，半

径 3Δx の固相核を一つ，計算領域底面中央に配置する．配置した固相核の結晶方位<100>

は xyz 直交座標系の軸方向と一致させる．材料物性および計算パラメータの一覧を表 2.1

 

Table 2.1 Material properties of Al-3 wt%Cu alloy. 

Parameter Variable Value Reference 

Melting temperature (K) Tm 933.3 [162] 

Slope of liquidus line (K/at. frac.) m −620 [163] 

Diffusivity in liquid (m2/s) Dl 3.0×10−9 [164] 

Diffusivity in solid (m2/s) Ds 3.0×10−13 [164] 

Partition coefficient (-) k 0.14 [164] 

Gibbs–Thomson constant (Km) Γ 0.24×10−6 [165] 

Anisotropic strength (-) ε4 0.02  
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に示す．初期条件として，計算領域底面の無次元過飽和度を u = −0.3 と設定する．これ

は温度 T = 922.39 K に対応する．計算は異なる G ごとにそれぞれ 1×107 steps (t = 267.9 

s)まで実施する．これは引抜距離 26.9 mm に対応する．このような計算領域を超える柱

状デンドライトの成長を第 2 章 2 節 1 項に示す計算領域移動法を用いて表現する．ここ

では，デンドライトの先端位置を G = 5, 10, 20 K/mm において 512Δz，G = 50, 100, 200 

K/mm において 612Δz の高さ以下に保つように計算領域を z 方向に移動させる．なお，

1×106th step 以降は，Δz/(VpΔt)の周期で計算領域を 1 格子分 z 方向へ移動させる．計算

には，東京工業大学の GPU スーパーコンピュータ TSUBAME2.5 を用いた．ここで，G 

= 10, 20, 50, 100, 200 K/mm の計算には 256 GPU を，G = 5 K/mm の計算には 512 GPU を

それぞれ用いた．計算には約 1 週間の計算実行時間を要した． 

 

(2)  形態変化 

図 2.7 と図 2.8 に各時刻における固液界面形態を ϕ = 0 の等高面としてそれぞれ俯瞰

図および上面図で示す．G = 5 K/mm の計算において，図 2.7(a)および図 2.8(a)に示すよ

うに <1 0 0>方向に優先的に成長する典型的な立方晶のデンドライト凝固組織が観察さ

れた．その後，図 2.8(b)に示すように，計算領域中央から x 方向および y 方向に一直線

にデンドライト一次枝が配向する様子が確認できた．また，図 2.8(a)に示すように，斜

め方向にも固体が成長し，ランダムな一次枝を配向させる様子が確認できた．G = 5 

K/mm の計算の場合のみ，計算領域底面に完全に固相が濡れ広がる前に計算領域の z 方

向への移動が開始した．そのため，G = 5 K/mm の場合のみ，図 2.8(b)に示すように計算 

 

 

Fig.2.6 Computational domain. nx, ny, and nz are the number of lattice points in the x-, y-, and 

z-directions, respectively. Heat-flow direction is set to the z-direction. 
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Fig.2.7 Bird's-eye view of time slices: (a) 5×104th step (1.3 s), (b) 2×105th step (5.4 s), (c) 2×106th 

step (53.6 s), and (d) 1×107th step (267.9 s). Note that the frame size is different only for G = 5 

K/mm. Frame size is 1536Δx×1536Δx×1023Δx for G = 5 K/mm and 1024Δx×1024Δx×1023Δx 

for the other G. 
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Fig.2.8 Time slices in the top view: (a) 5×104th step (1.3 s), (b) 2×105th step (5.4 s), (c) 2×106th 

step (53.6 s), and (d) 1×107th step (267.9 s). Note that the frame size is different only for G = 5 

K/mm. Frame size is 1536Δx×1536Δx×1023Δx for G = 5 K/mm and 1024Δx×1024Δx×1023Δx 

for the other G. 
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領域の四隅近傍において他の粒よりも比較的小さな固相核が見られる．計算初期の図

2.8(b)においてデンドライト一次枝が計算領域中央から十字方向に並ぶ様子が確認でき

るが，図 2.8(d)に示す最終時刻におけるデンドライト形態では十字の配列は見られなく

なった．G = 10 K/mm の場合の固液界面の形態変化は G = 5 K/mm の場合の変化と類似

している．しかしながら，図 2.8(c)において，図 2.8(b)に見られるような計算領域中央か

ら十字方向へ配向する様子は確認できない．また，図 2.8(c)において，デンドライト一

次枝は互い違いに配向している．G = 20 K/mm の場合，図 2.8(a)に示す初期の粒形態は

G = 5 K/mm および G = 10 K/mm の場合よりも円形に近く，図 2.8(b)において一次枝が

ランダムに配向している様子が見られた．その後，図 2.8(c)において一次枝が規則的に

並ぶ様子が確認できた．また，それらの一次枝は図 2.8(d)に示す最終時刻においてさら

に規則的に配向した． G = 50 K/mm の場合，図 2.8(d)の最終時刻において規則的な一次

枝の配向性が得られている様子が確認できる．G = 50 K/mm の計算において，図 2.7 に

示すように一次枝側面から二次枝が生成する様子が見られる．しかしながら，それらの

二次枝はほとんど成長しない．そのため，G = 50 K/mm における界面形態は，セル－デ

ンドライト遷移過程付近におけるデンドライト形態であると言える．一次枝の配向性が，

セル－デンドライト遷移過程付近において最も規則的に配向することは，実験観察にお

いても報告されている傾向である[148]．G = 100 K/mm の場合，図 2.7 に示すように界

面形態は G = 50 K/mm の場合よりもセル形態に近づいている．一方で，一次枝側面がわ

ずかに波打っている様子も確認できるため，この界面形態はセル－デンドライト遷移過

程付近のセル形態であると言える．図 2.8(d)に示すように，G = 100 K/mm の結果と G = 

50 K/mm の結果を比較すると，G = 50 K/mm の方がより規則的に配向しているように見

える．G = 200 K/mm の計算ではセル形態が確認できる．G = 200 K/mm の場合，一次枝

が不規則に並んだ<100>方向の判定が難しい組織形態が得られている． 

 図 2.9 に 一次枝の数の時間変化を示す．ここで，一次枝の先端位置が z 方向の位置

486Δz (G = 5 K/mm), 461Δz (G = 10, 20 K/mm), 587Δz (G = 50, 100, 200 K/mm)を超える一

次枝のみを数えた．これらの位置は，一次枝の数を測定するにあたって，デンドライト

の二次枝を一次枝と誤判定しない高さを基準として設定した．G = 5 K/mm と G = 10 

K/mm の場合，図 2.7(b)に示すように計算初期において計算領域境界近傍のデンドライ

トの成長が領域中央のデンドライトの成長よりも遅れており一次枝として判定されな

かったため，一次枝の数は時間経過に伴い徐々に増加する．図 2.9 中において，一次枝

の数が最大値を取る時刻を三角形印で示し，一次枝の数が一定となった最初の時刻を丸

印で示す．G = 200 K/mm において計算の最終時刻近傍までセルが淘汰される様子が確

認できた．このとき，セルの数は 7.96×106th step において 356 個になり，それ以降は最

終時刻まで生存したが，もし，より長時間の凝固計算を行った場合，セルの数がさらに

減少する可能性も考えられる．その他の G の値では，2×106th step 近傍において一次枝

の数が一定になっている．なお，G = 10 K/mm における一次枝の数 37 が G = 5 K/mm に
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おける一次枝の数 51 よりも小さいのは，計算に用いた領域サイズに関して G = 5 K/mm

よりも G = 10 K/ mm の方が小さいためである． 

 

(3)  一次枝配列 

 一次枝の配向性に関する評価は，最小木法[166]やフーリエ変換，ボロノイ分割によっ

て実施されてきた[23, 148-149, 156]．最小木法は配向性に関する研究で最も頻繁に用い

られてきた手法であるが[146, 150-151, 167-168]，Napolitano と Black によって評価点の

数が 200 以下の場合に計算精度が大幅に低下することが指摘されている[150]．図 2.9 に

示すように，本計算において定常成長状態における一次枝の数は G = 200 K/ mm の場合

を除き全て 200 以下である．そのため，最小木法やフーリエ変換のような統計的な評価

手法は本研究においては適していないと考えられる．そのため，本研究では，セル/デン

ドライトの配向性を評価するためにボロノイ分割を用いた． 

 図 2.10 に，計算領域を一次枝の先端位置に基づいてボロノイ分割した図の時間変化

を示す．図中において，白線の頂点部分が一次枝の先端位置を示している．ボロノイ分

割されたボロノイ多面体の辺を黒線で示す．各多面体は辺の数に応じて色分けされる．

また，一次枝先端位置に関するドロネー三角形分割を白線で示す．なお，ドロネー三角

形分割とボロノイ分割は双対である．ドロネー三角形分割における各辺の長さは局所的

な一次枝間隔として定義し，以降の評価に用いる．ドロネー三角形分割とボロノイ分割

は両方とも周期境界条件を考慮して実施した．G = 5 K/mm の場合の図 2.10(a)–(c)と，G 

 

 

Fig.2.9 Changes in the number of primary arms. Triangular and circular marks show the time 

steps where the number of primary arms is the maximum and reaches the constant, respectively. 
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= 10 K/mm の場合の図 2.10(a)において，その他の G の値の図と異なる時刻の図を示し

ている．G = 5 K/mm の場合を除き，図 2.10(a)に示す図の時間ステップは，一次枝の数

が最大値に達する時刻とほぼ一致する．図 2.11 は，三角形から九角形までの各ボロノ

イ多角形の数の時間変化を示している．ここで，グラフ中の各線の色は図 2.10 中の各

多面体の色と対応している．また，図 2.11 中において，灰色の太線は図 2.9 において示

した一次枝の数の時間変化を示しており，灰色の破線は図 2.9 において丸印で示した一

次枝の数が一定になる時刻を示している． 

 図 2.10 と図 2.11 に示すように，計算初期から全ての G の値に関して，赤で示す六角

形がおおよそ支配的である．G = 5 K/mm の場合において，一次枝の数が定常に達する

2.28×106th step 以降，各ボロノイ多面体の数はほとんど変化しなくなる．G = 10, 20 K/mm

の場合，図 2.11 において灰色破線で示す時刻以降，六角形の数がわずかに増加した．こ

れは図 2.10(c), (d)からも確認できる．G = 50, 100, 200 K/mm の場合，六角形の数が G = 

10, 20 K/mm の場合よりも大きく増加する様子が見られた．四角形と八角形は計算初期

の一次枝の数が変化する間のみ観察され，それ以降はほとんど見られない．三角形と九

角形は G = 100, 200 K/mm の計算初期のみわずかに観測された．四角形と八角形が消え

た後，五角形と七角形の数が同じになり，五角形，六角形，七角形のみが残る．これは，

六角形配列における典型的な五角形・七角形欠陥であると考えられる[169-170]．最終時

刻における全多角形の総数に対する六角形の数の比は，それぞれ G = 5, 10, 20, 50, 100, 

200 K/mm に対応して 0.53, 0.68, 0.63, 0.68, 0.74, 0.65 となった．このとき，G = 5 K/mm

を除き，比の値は全ておよそ 0.7 であった．図 2.10(d)に示すように，G = 5 K/mm にお

ける六角形の形状は全体的に不揃いな形状になっている．しかしながら，G = 10, 20 

K/mm においては，六角形の形状が G = 5 K/mm の場合よりも正六角形に近い規則的な

形状になった．G = 50, 100, 200 K/mm においては六角形がさらに正六角形に近づいてい

る．特に，五角形・七角形欠陥に囲まれた六角形群において，正六角形配列が顕著に観

察される． 

最近，Tschopp らは一次枝間隔を評価するための手法として，距離基準の評価手法

[152]とボロノイ分割に基づく評価手法を詳細に比較し，ボロノイ多面体に含まれる短

い辺を除外して評価を行う改良ボロノイ分割法が組織構造の評価において最善である

と結論付けた[155, 157]．図 2.12 に短い辺を含むボロノイ多面体の例を示している．な

お，図 2.12 は G = 20 K/mm の計算の 5×105th step におけるボロノイ分割の拡大図であ

る．図に示す Cell 1, 2, 3 はそれぞれボロノイ分割により六角形，五角形，七角形に分類

される．しかしながら，破線円で示すように他の辺に比べてかなり短い辺が多面体に含

まれており，分類された多面体と見なすことに不自然さがある．Tschopp らは，このよ

うな短い辺をボロノイ多面体から除去することを提案している[157]．一方で，この手法

においては，削除する辺の長さに関して閾値を必要とする．そこで，本研究では，閾値

を必要としない新たな手法を提案する．ここで，ボロノイ多面体の辺を削除する基準に 
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Fig.2.10 Time changes of tip positions of primary arms (white squares), Voronoi polygons 

(black lines), and Delaunay triangles (white lines). Voronoi polygons are painted by colors that 

distinguish the polygon. Note that the frame size is different only for G = 5 K/mm. Frame size 

is 1536Δx×1536Δx×1023Δx for G = 5 K/mm and 1024Δx×1024Δx×1023Δx for the other G. 
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ついて，ボロノイ多面体の辺とそれに対応するドロネー三角形の辺とが交わらないこと

と設定する．具体例として図 2.12 に示すように，ボロノイ多面体の辺 S1 は対応するド

ロネー三角形の辺 L1 の垂直二等分線の一部である．しかしながら，S1 と L1 は互いに

交差しない．この場合，S1 は Cell 1 と Cell 3 から除去され，L1 も局所的な一次枝間隔

の評価から除外する．この提案手法では，Cell 1 と Cell 2 は四角形となり，Cell 3 は五

角形となる．この判定は図 2.12 に示す多面体の形状から妥当であると判断した．この

時，一点鎖線で囲んだ比較的長い辺 S3 も Cell 1 より除去されている．提案手法を用い

てボロノイ多面体を再評価したところ，図 2.11 は図 2.13 に修正された．図 2.13 より，

計算初期において，辺の数が 6 以上の多面体の数が減少し，その他の多面体の数が増加

している様子が確認できた．しかしながら，時間の経過に伴って，六角形の数は単調に

増加し図 2.11 の結果に近づいた．これは， 六角形を正六角形に近づけるように一次枝

先端の位置が移動したことを意味している．つまり，一次枝先端位置は一次枝間隔が均

一になるように移動する．以降，提案手法を修正ボロノイ分割法と表記する． 

 

(4)  一次枝間隔 

 平均一次枝間隔 λave は凝固組織を特徴付ける最も重要な要素である．λave の推定手法

として様々な手法が提案されているが，その中でもカウント法は最もよく用いられる手

法である．カウント法では，λaveは λave = B(A/N)0.5と計算される．ここで，N は面積 A の

中にある一次枝の数，B は一次枝配列に依存した係数である．ここで，四角形配列の場

合は B = 1，六角形配列の場合は B = 1.07，ランダム配列の場合は B = 0.5 である[142]．

このように，カウント法を用いる場合は事前に一次枝配列を評価する必要があり，N が

 

 

Fig.2.11 Changes in each polygon. The colors of lines correspond to those in Fig. 2.10. The 

gray line shows the number of all primary arms, and the dashed thin line indicates the time step 

where the number of primary arms becomes constant. 
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定数の場合 λave も定数になる．実際の凝固組織の断面から λave を算出する場合，ボロノ

イ分割法などと違い各一次枝の重心位置の情報を必要としないカウント法はとても有

用な手法である．一方，近年，一次枝の重心を自動的に検出する手法が開発され[171-

172]，配向性の評価にカウント法以外の手法を用いることも容易になった． 

本研究では，ボロノイ分割に対応するドロネー三角形の辺の長さを局所的な一次枝間

隔 λ として定義する．図 2.14 に四角形配列および六角形配列を仮定したカウント法，

ボロノイ分割法，修正ボロノイ分割法のそれぞれを用いて算出した平均一次枝間隔 λave

の時間変化を示す．図 2.14 に示すように，カウント法より算出した λaveは一次枝の数が

一定になった後は一定になっている．対照的に，ボロノイ分割より算出した λave は，G 

= 5 K/mm の場合を除き，計算初期に増加した後は，一次枝の数が一定になった後も徐々

に減少している．時間経過に伴い，ボロノイ分割法より算出した λaveは六角形配列を仮

定したカウント法より算出した λaveの値に近づいた．修正ボロノイ分割法より算出した

λave は計算初期においてボロノイ分割より算出した λave よりも小さい値になったが，時

間の経過に伴い，ボロノイ分割法の λaveに近づいた． 

 図 2.15 において，最終時刻 1×107th step における λaveと理論値および実験値との比較

を行う．図 2.15(a)では，本計算結果 λaveを G の関数として Hunt の理論モデル[173]およ

び Kurz と Fisher の理論モデル[174]と比較する．また，図 2.15(b)では，Gündüz と Çadırlı

らによる系統的な実験結果[163]と比較するために，λaveは関数 C0.25Vp−0.25G−0.25として示

す．図 2.15 より，本研究において 4 つの異なる手法で算出した λaveが，対数スケールの

グラフにおいて互いにほぼ一致している様子が確認できた．また，本計算結果が，Hunt

 

 

Fig.2.12 Tip positions of primary arms (black square mark), Voronoi cells (red line), and 

Delaunay triangles (blue line). 
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のモデルと Kurz と Fisher のモデルとの間に収まることを確認した．さらに，図 2.15(b)

において，G = 5, 10, 20 K/mm の結果が実験結果と良好に一致している様子が確認でき

る．また，その他の G の値についても，実験結果を外挿するような良好な線形関係を示

している．図 2.16 にボロノイ分割より算出した 2×106 steps おきの一次枝間隔 λ の頻度

分布を示す．いずれの場合においても時間経過に伴い λ の分布がシャープになってい 

 

 

Fig.2.13 Changes in the number of each polygon classified by a modified Voronoi 

decomposition proposed in this study. All lines, including the color and type, correspond to 

those in Fig. 2.10. 

 

 

Fig.2.14 Changes in the average primary arm spacing lave computed by the counting method 

assuming square and hexagonal arrays, Voronoi decomposition, and modified Voronoi 

decomposition. 
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る．また，黒線で示す最終時刻 1×107th step における λ の分布について，λ が最大のピ

ークを取る位置を軸に非対称性が見られる．より具体的には，G = 5 K/mm 以外の場合

において，λ の小さい側において頻度が急激に増加し，λ の大きい側において頻度が緩 

やかに減少している．また，G が大きいほど λ の分布が対称性のあるガウス分布に近づ

いている．G = 5, 10, 20 K/mm の場合において，赤線で示す時刻 2×106th step の λ の分布

にダブルピークが見られた．これらのダブルピークは G = 10, 20 K/mm の計算では時間

 

 

Fig.2.15 Comparisons of average primary arm spacing lave with theoretical values by the Hunt 

model and Kurz & Fisher mode and with experimental results by Gündüz and Çadırlı. 
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経過に伴って消えたが，G = 5 K/mm の計算では計算終了時刻まで消えずに残った．図

2.17 に修正ボロノイ分割より得られた λ の分布を示す．ここでは，前述のボロノイ分割

より得られた λ の分布と同様の挙動が確認できた．図 2.16 と図 2.17 を比較すると，図

2.16 における λ が大きい側の分布の裾部分に見られるいくつかのピークが図 2.17 にお

いては抑制されている様子が確認できるが，この違いは図 2.11 と図 2.13 における違い

ほど重要な意味を持たない． 

 図 2.18 は，図 2.16 に示す一次枝間隔の分布の標準偏差 Sλ の時間変化を示している．

ここで，縦軸は λaveで正規化された Sλを示している．図より，全ての G の値に関して，

時間経過に伴い Sλが単調に減少する様子が確認できた．これは，全て G の値において， 

 

 

Fig.2.16 Frequency distributions of primary arm spacing computed by Voronoi decomposition. 

 

 

Fig.2.17 Frequency distributions of primary arm spacing computed by modified Voronoi 

decomposition. 
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一次枝間隔が均一になるように一次枝の先端位置が移動することを意味している．さら

に，G = 200 K/mm の場合を除いて Sλ/λaveは G の値が大きいほど小さくなった．G = 200 

K/mm の場合のみ，Sλ/λaveが不規則な変化を示し，一次枝の数が一定になる 8×106th step

以降ほぼ一定になった． 

 

 (5) 考察 

 本計算結果は，デンドライト形態とセル形態の両方において六角形配列が支配的であ

ることを示している．しかしながら，四角形配列が支配的であると報告している文献

[142, 158]も存在する．これに関しては，凝固の時間履歴に依存したもの，すなわち一次

枝の成長過程において一時的に現れた四角形配列を観測したものであると考える．この

点を確認するために，図 2.19 に示す理想的な条件下における 2 本のデンドライトの競

合成長計算を行う．計算条件に関しては，G = 20 K/mm とし，x 方向に周期境界，y 方向

に零ノイマン境界を適用した nx×ny×nz = 128×128×1,024 の計算領域を用いて 1.2×107 

steps (321.4 s)の計算を行う．その他の計算条件は先に示した G = 20 K/mm の大規模計算

と同様である．計算開始時に，2 個の固相核を Case A では位置(Lx/2, 0, 0)と(Lx/2, Ly, 0)

に，Case B では位置(7Lx/16, 0, 0)と(9Lx/16, Ly, 0)に，Case C では位置(3Lx/8, 0, 0)と(5Lx/8, 

Ly, 0)に，Case D では位置(Lx/4, 0, 0)と(3Lx/4, Ly, 0)にそれぞれ配置する．ここで，Lxと Ly

は x 方向および y 方向の計算領域サイズである．Case A と Case D はそれぞれ四角形お

よび六角形配列に対応する．図 2.19(a), (b)に計算初期の時刻 2×105th step (5.4 s)における

デンドライト配列と計算終了時の時刻 1.2×107th step (321.4 s)におけるデンドライト配

列をそれぞれ示す．図 2.19(a)と図 2.19(b)を比較すると，Case D ではデンドライトの配

列は初期配列から変化しなかった．一方，Case B と Case C では，Case D の初期配列に

近づくように配列が変化した．また，Case A では 2 本のデンドライトが x 方向にわずか

 

Fig.2.18 Changes in standard deviation of distribution of primary arm spacing. 
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にずれ始める様子が見られた．これは，図 2.20 に示す Case A, B, C, D における x 方向

一次枝間隔 λx の時間変化を見ても明らかである．図より，Case D において λx は一定値

Lx/2 を保ち続けた．また，Case B と Case C では，λxがそれぞれ Lx/4 と Lx/8 から単調に

増加し，Lx/2 に漸近した．一方，Case A においては約 3×106th step まで λx = 0 を保ち続

け，その後，2 本のデンドライトは離れ始めた．これは溶質濃度場に与えたノイズによ

って引き起こされたと考えられる．図 2.19 と図 2.20 の結果より，四角形配列は準安定

状態であると結論付けられる． 

 実際の凝固では，分岐などの一次枝の生成条件に依存して一次枝の配列が四角形に配

向する可能性も考えられる．その場合には配列が安定な状態ではないため，その他の安

 

 

Fig.2.19 Changes in standard deviation of distribution of primary arm spacing. 

 

 

Fig.2.20 Dendrite spacing in x-direction, λx, during the simulations shown in Fig. 2.19. Lx is the 

size in the x-direction of the computational domain. 
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定な配列や六角形配列へと変化すると予想される．一方で，一次枝間隔が広い凝固条件

では，一次枝同士の相互作用の影響が小さいため，四角形配列のような安定ではない配

列でも長時間維持することができる．この傾向は，図 2.17 と図 2.18 においても示され

ており，一次枝配列の変化速度は G が小さいほど遅くなっている． 

 さらに，図 2.8(d)と図 2.10(d)に示すように，G = 20 K/mm と G = 50 K/mm において規

則性の高い一次枝配列が観察できる．これらの G の値では，セル－デンドライト遷移

過程近傍のデンドライト形態が見られた．このように一次枝が規則的に配向するために

は，一次枝間隔が狭く柱状粒の形態異方性が小さいことが重要であると考えられる．基

本的に一次枝の配列は一次枝近傍の溶質拡散層の相互作用によって決定される．固体か

ら液相に放出された溶質は等方かつ円形に拡散するため，円柱の最密配列である正六角

形配列が最も安定な配列になると考えられる．図 2.10(d)の G = 100 K/mm と G = 200 

K/mm において，五角形・七角形欠陥に囲まれた規則的に配向する六角形群が見られた．

しかしながら，それらの六角形群の方位は群ごとに異なっている．そのため，セル構造

の場合，組織全体の配向の規則性は低下している．対照的に，G の値が小さい場合にお

いては，デンドライト間隔が広いため，デンドライト一次枝の幹の形態異方性が拡散層

に与える影響は小さいと考えられる．また，一次枝間の相互作用の影響もごく僅かなの

で，安定な配列への変化には長い時間が必要になる．G = 20 K/mm と G = 50 K/mm にお

いては，一次枝間隔がそれほど広くないため，一次枝幹の異方性を有する形態が拡散層

に影響を与えている．それゆえに，セル－デンドライト遷移過程近傍のデンドライト形

態において，規則性の高い配列が観察されると考えられる． 

 最後に，界面幅 W0 = Δx/0.8 とし，デンドライト/セル一次枝先端の過冷却度 ΔT の収

束挙動評価を行った．本評価では，計算コストを下げるために，図 2.21(a)に示すように

四角形配列を仮定してデンドライト/セルの対称性を考慮して 1/4 計算領域を用いた．図

2.15(a)に示す四角形配列を仮定したカウント法より算出された λave について最小二乗近

似を適用することで，λave [m]と G [K/m]について ln(λave) = 5.55−0.372ln(G)の関係が得ら

れた．計算領域を Lx×Ly×Lz = λave/2 × λave/2 × 767.25 µm と設定すると，Lxと Lyはそれぞ

れ G = 5, 10,20, 50, 100, 200 K/mm において関係式より Lx = Ly = 81.77, 63.20, 48.85, 34.75, 

26.86, 20.76 µm と決定される．計算領域高さ Lz = 767.25 µm は先に行った大規模計算に

用いた値と同様に設定した．計算開始時に 1 個の固相核を原点位置に配置し，x 方向境

界と y 方向境界に零ノイマン境界条件を適用して 1/4 デンドライト/セルの成長計算を

行った．図 2.21(b)に，全ての G の値について実施した先端過冷度 ΔT の収束挙動評価の

結果を示す．ここで，ΔT は定常成長中の一次枝先端の温度と Al-3wt%Cu の融点 952.19 

K との差である．図 2.21(b)において，先端過冷度 ΔT が G の値ごとにある値に収束する

様子が見られた．ここで，G が大きいほど，良好な収束性を得るために小さい W0 を必

要とすることが分かった．図中の破線は大規模計算で用いた W0 = 0.9375 µm を示してい

る．この W0の値は G が低い場合に効率的に精度の良い計算を実施可能な値として事前
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に選定した．図 2.21(b)に示すように W0 = 0.9375 µm における計算精度は，G が高い場合

にはそれほど高くない．しかしながら，本研究で得られた一次枝の配列挙動は W0 の値

に強く影響を受けないと考えられ，この W0 の値を選択したことは，今回実施したよう

な大規模計算において一次枝配列評価を効率的に実施する上で妥当であったと判断し

た．収束挙動評価においては，設定した一次枝間隔や配列が結果に影響する．そのため，

それらの情報を大規模計算による評価の前に簡易かつ妥当に推定する手法が今後必要

になると考えている．また，小さい W0 について評価する際に計算コストが膨大になる

問題も解決すべき今後の課題である．  

 

 

 

 

Fig.2.21 (a) Computational domain and (b) results of simulations in convergent behavior of tip 

undercooling of dendrite/cell, ΔT, for the interface thickness W0. The size of computational 

domain is set to Lx × Ly × Lz = 81.77 × 81.77 × 767.25 μm3, 63.20 × 63.20 × 767.25 μm3, 48.85 

× 48.85 × 767.25 μm3, 34.75 × 34.75 × 767.25 μm3, 26.86 × 26.86 × 767.25 μm3, and 20.76 × 

20.76 × 767.25 μm3 for G = 5, 10, 20, 50, 100, and 200 K/mm, respectively. Here, a relation of 

W0 = Δx/0.8 is kept through all the simulations. 
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2.4.2 二結晶  

(1) 計算条件 

次に，一方向凝固中の二結晶競合成長の薄膜計算および大規模計算をそれぞれ行う．

図 2.22 に計算条件を示す．ここで，計算領域は nx × ny × nz格子点に分割する．計算領域

の ϕ と u の境界条件について，x 方向には周期境界条件， y 方向と z 方向には零ノイマ

ン条件を適用した．境界条件の適用方法に依存して，実際の計算領域サイズは nxΔx × 

(ny−1)Δx × (nz−1)Δx である．熱流方向は z 方向に設定する．計算に用いる材料は Al-

3wt%Cu とする．計算開始時，計算領域は Al-3wt%Cu の溶液に満たされており，計算領

域底面において過冷度 u0 = −0.3 であるとする．図 2.23 に計算領域底面への初期核配置

を示す．薄膜計算においては，図 2.23(a)に示す type A と type B の 2 種類の核配置を用

いる．Type A において，FO デンドライトと UO デンドライトは収束境界において 2 次

元計算[80]の場合と同様に，正面から face-to-face に相互作用する．Type B においては，

UO デンドライトは収束境界において FO デンドライトの間に侵入していく．本研究で

はこのような相互作用を space-to-face 相互作用と呼称する．ここで，左端の 4 個の固相

核は xyz 座標系の軸と一致する<100>結晶方位を持つ FO 粒である．右端の 5 個の固相

核は z 軸を y-z 平面上で反時計周りに θUO 回転させた方向を[001]に持つ UO 粒である．

各固相核は y 方向に 180Δx おきに等間隔に配置する．この間隔には，2 次元計算におい

て 2 本の隣接する FO デンドライトが安定に成長できる最小の間隔と近い値を採用し

た．図 2.23(a)に示すように配置した FO と UO の固相核はそれぞれ FO1, FO2, … , UO4, 

UO5 と示す．薄膜計算において，nxを nx = 1, 32, 64, 128, 192, 256 と変えて計算を行う．

ここで，nyと nzは ny = nz = 1,536 で一定とする．大規模計算では，複数の FO デンドラ

イトと UO デンドライトの粒界における相互作用を評価するために，計算領域を nx = 

 

 

Fig.2.22 Computational domain used in this study. Here, nx, ny, and nz are the number of lattice 

points in the x-, y-, and z-directions, respectively. 
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768, ny = nz = 1,536 とし，初期固相核を図 2.23(b)に示すように配置する．薄膜計算と大

規模計算の両方において，UO デンドライトの傾き角は θUO = 5°, 10°, 15°の 3 種類につ

いて計算を行う．その他の計算パラメータは，全ての計算において温度勾配 G = 20 K/mm，

引抜速度 Vp = 100 μm/s，格子幅 Δx = 0.75 μm，界面幅 W0 = Δx/0.8，時間増分 Δt = 2.6786 

× 10−5 s と設定した．薄膜計算と大規模計算のそれぞれで 5×106 steps および 7×106 steps

までの計算を行う．これらの計算ステップ数は，引抜時間で 134.0 s および 187.5 s，引

抜距離で 13.4 mm および 18.8 mm にそれぞれ対応する．一方向凝固計算を効率的に行

うために，第 2 章 2 節 1 項に示す計算領域移動法に基づいて，1×106th step まではデン

ドライトの z 方向先端位置を z 方向位置 920Δx 以下に保つように，1×106th step 以降は

Δz/(VpΔt)の周期ごとに 1 格子分，計算領域を z 方向に移動させる． 

 

(2) 薄膜計算 

 先行研究において実施された 2 次元評価[80, 135]の延長として，まず，薄膜領域の厚

み(nx = 1, 32, 64, 128, 192, 256)，UO デンドライトの傾き角(θUO = 5°, 10°, 15°)，デンドラ

イト配列(type A, type B)が，UO デンドライトと FO デンドライトが 1 対 1 で相互作用す

る理想的な条件において淘汰挙動に与える影響を評価する．表 2.2 に FO デンドライト

に成長を止められた UO デンドライトの数を示す．例えば，表 2.2 において，type A の

θUO = 5°, nx = 32 の場合，FO1 デンドライトの値が「2」になっている．これは，FO1 デ

ンドライトが 2 本の UO デンドライト(UO1, UO2)の成長を止め，その後，3 本目の UO

デンドライト(UO3)に淘汰されたことを意味する．全ての計算は 5×106 steps まで行われ

た．表中の FO デンドライトが止めた UO デンドライトの数の横に付与される「–」は，

その FO デンドライトが計算終了時に淘汰されずに残存していたことを示す．表 2.2 よ

 

 

Fig.2.23 Initial seed arrangements for (a) thin-sample and (b) largescale simulations. 
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り，FO デンドライトを淘汰するのに必要な UO デンドライトの数は薄膜の厚みや UO

デンドライトの傾き角の増加に伴い多くなることが確認できる．一方で，デンドライト

の配列に関する影響は表 2.2 だけでは説明できない．表 2.2 において，type B の nx = 256

に記載がないのは UO デンドライトが FO デンドライト間を通り抜けたためである．図

2.24 と図 2.25 に FO1 デンドライトが淘汰された直後の θUO = 5°における type A と type 

B のデンドライト形態をそれぞれ示す．ここで，上側の図は側面図を，下側の図は上面

図をそれぞれ示す．図中において，ϕ = 0 の固液界面について，FO 粒を水色で，UO 粒

を黄色でそれぞれ示す．nx = 1 (2D)の場合，図 2.24(a)と図 2.25(a)に示すように，固液界

面は線になり，デンドライト形態が type A と type B で同一になる．図 2.24 と図 2.25 に

示すように，薄膜の厚みが増えるほど，x 方向(厚さ方向)の二次枝の成長が顕著になる．

図 2.26 に，θUO = 5°における FO1 デンドライト先端の軌跡を示す．図中において，青線

と赤線はそれぞれ type A と type B の結果を示す．また，破線は FO1 デンドライトの y

方向初期核位置を示す．FO1 デンドライト先端の軌跡は，先端位置が z 方向の 870 番目

の格子点位置に達するまで描画する．Type B の nx = 256 の場合を除き，先端の軌跡の終

点位置における時刻は図 2.24 と図 2.25 の時刻と対応する．図 2.27 に nx = 192, θUO = 5°, 

type A の場合の収束粒界で FO1 と UO3 デンドライトが相互作用する際の上面図を示し

ている．図中に，デンドライト表面(ϕ = −0.9)と z 方向 880 番目の格子点位置における x-

y 平面上の溶質濃度分布をそれぞれ示している．図 2.27(a)—(e)の時刻は，図 2.26(d)に示

す「a」—「e」の点の位置における時刻と対応している．また，2 本の破線は，UO2 デン

ドライトが淘汰された直後の 1.54×106th step と UO3 デンドライトが淘汰された直後の

2.24×106th step における FO1 デンドライト先端位置を示している．図 2.27(a)において，

デンドライト周辺の溶質拡散層はそれぞれ独立しており，拡散層同士の相互作用の影響

は小さい．その後，図 2.27(b), 2.27(c), 2.27(d)に示すように，時間経過に伴って FO1 と

UO3 デンドライト周辺の溶質拡散層の相互作用は強くなっている．また，FO1 と UO3

デンドライトの表面積も時間経過に伴い減少した．これは，図 2.26(d)に示すように，そ

れらのデンドライトの先端位置が z 方向に下がったことを意味している．ここで，デン

ドライト先端位置は，FO1デンドライトよりもUO3デンドライトの方が下がっており，

図 2.27(e)において UO3 デンドライトが完全に淘汰されている．また，FO1 デンドライ

ト先端位置は左側に移動した．その後，FO1 と FO2 デンドライトとの間隔が安定に成

長可能な臨界距離よりも縮まったことにより，FO1 デンドライトは UO4 デンドライト

に淘汰された．図 2.27 に示すように，異常淘汰がデンドライト先端の溶質の相互作用

によって生じることは明らかである．UO デンドライトの傾き角が異常淘汰に与える影

響は 2 次元計算[80]の場合と同様であった．表 2.2 より，θUO が大きいほど FO1 デンド

ライトの淘汰に必要な UO デンドライトの数が大きくなることは明らかである．また，

θUOの増加に伴い，UO デンドライトの先端位置は FO デンドライトの先端位置よりも下

がった．さらに，収束粒界において UO デンドライトが FO デンドライトに近づいたと 
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Table 2.2 Number of UO dendrites blocked by the FO dendrite. In some cells, “–” implies that 

the computation was terminated after 5×106 steps in these cases.  

(a) UO = 5º 

nx type FO1 FO2 FO3 FO4 

1   1 1 0 0 

32 
A 2 2 0 - 

B 2 2 0 - 

64 
A 3 1 1-   

B 3 1 1-   

128 
A 3 1 1-   

B 3 1 1-   

192 
A 3 2 -   

B 3 2 -   

256 A 3 2 -   

      

(a) UO = 10º 

nx type FO1 FO2 FO3 FO4 

1   1 4 0 0 

32 
A 4 1 3 0 

B 4 1 2 1 

64 
A 6 4-     

B 5 6-     

128 
A 12-       

B 12-       

192 
A 12-       

B 12-       

256 A 12-       

      

(a) UO = 15º 

nx type FO1 FO2 FO3 FO4 

1   3    

32 
A 14-    

B 15-    

64 
A 16-    

B 15-    

128 
A 16-    

B 16-    

192 
A 18-    

B 17-    

256 A 18-    
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Fig.2.24 Dendrite morphologies in thin-sample simulations for type A with θUO = 5°. The upper 

figures show the side view from the positive x-axis direction, and the bottom figures show the 

top view from the positive z-axis direction. The solid-liquid interface with ϕ = 0 is shown in 

light blue for the FO grain and yellow for the UO grain. Each time step is nearly immediately 

after overgrowth of the FO1 dendrite. 
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Fig.2.25 Dendrite morphologies in thin-sample simulations for type B with θUO = 5°. The upper 

figures show the side view from the positive x-axis direction, and the bottom figures show the 

top view from the positive z-axis direction. The solid-liquid interface with ϕ = 0 is shown in 

light blue for the FO grain and yellow for the UO grain. Each time step is nearly immediately 

after overgrowth of the FO1 dendrite. 
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きに FO デンドライトが水平方向に移動する量は，θUO が大きいほど小さくなった．傾

き角が大きいほど UO デンドライトの移動速度は速くなるため，収束粒界において各

FO および UO デンドライト同士が相互作用する時間は短くなる．これが，θUOが大きい

ほど異常淘汰に必要な時間が長くなる理由である[80, 135]．θUO = 15°の場合において， 

nx = 1 を除いて 5×106th step まで FO1 デンドライトは淘汰されない．しかしながら，UO

デンドライトが FO1 デンドライトに近づいたとき，全ての条件において，FO1 デンド

ライトは FO2 デンドライト側に移動した．これは，計算を延長した場合，全ての計算で

FO デンドライトが淘汰されることを意味している．収束粒界における FO と UO デン

ドライト間の相互作用は，溶質拡散層が重なることによって生じる[80]．3 次元計算に

おいては，2 次元計算の場合と違って固相から液相に放出された溶質は 3 次元的に拡散

 

Fig.2.26 Tip trajectories of FO1 dendrite from the 0.24×106th step until when the FO1 dendrite 

is overgrown or the 5×106th step only for type B with nx = 256. 
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する．そのため，薄膜領域の厚みが増えるほど，収束粒界における FO と UO デンドラ

イトの相互作用は小さくなる．これは，図 2.24 において薄膜厚みが増えるほど FO1 と

UO デンドライトの間隔が狭くなることからも確認できる．さらに，図 2.24 に示すよう

に，淘汰直前の FO1デンドライトの位置は薄膜厚みが増えるほど左側に移動している． 

これは，隣接する 2 本の FO デンドライトが安定に成長可能な最小の間隔は薄膜厚みが

増えるほど小さくなるためである．図 2.26 において type A のみを考慮すると，UO デン

ドライトが FO1 デンドライトに近づく時，FO1 デンドライトは左側に移動しながら先

端位置が下がっていく．その後，UO デンドライトが FO1 デンドライトによって淘汰さ

れると，FO1 デンドライトの先端位置は再び上昇する．このとき，薄膜厚みの小さい計

算においては，先端位置はわずかに右側に移動した．この右側への水平移動量は薄膜厚

みが増えるほどに減少した．一方で，FO1 デンドライトに UO デンドライトが近づいた

際の左側への水平移動量は薄膜厚みが増えるほど増加した．これは，薄膜厚みの増加に

伴い隣接する 2 本の FO デンドライトが安定に成長可能な最小の間隔が小さくなったた

 

Fig.2.27 Time slices of top views of dendrite surface (ϕ = − 0.9) and concentration distribution 

on the surface at the 880th lattice point in the z-direction for nx = 192, θUO = 5°, and type A: (a) 

1.54×106th step (41.3 s), (b) 1.70 ×106th step (45.5 s), (c) 1.86×106th step (49.8 s), (d) 2.00 ×106th 

step (53.6 s), and (e) 2.24×106th step (60.0 s). 
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めである．この傾向は UO デンドライトにおいても見られる．図 2.24 において，nx = 1

では UO デンドライトの数が 4 本であるのに対して，nx = 256 では 6 本の UO デンドラ 

イトが確認できた．さらに，表 2.2(c)に示すように，θUO = 15°において，時刻 5×106th step

までに成長を止められる UO デンドライトの総数は nx の増加に伴って増えている．こ

れは，UO デンドライト間隔が薄膜厚さの増加に伴って減少するからである．その結果，

 

 

Fig.2.28 Tip trajectories of FO1 and UO1-4 for (a) type A and (b) type B when nx = 192. 

 

 

Fig.2.29 Top views of dendrite surface (ϕ = − 0.9) and concentration distribution on the surface 

at the 800th lattice point in the z-direction for nx = 256, θUO = 5°, and type B. 
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薄膜厚みが増加するほど，異常淘汰は発生しにくくなる． 

 図 2.24 と図 2.25 に示す type A と type B の nx = 32 と nx = 64 の結果を比較すると，ほ

ぼ同様の成長形態が見られる．一方で，type B の nx = 128 と nx = 192 の場合において，

側面図では FO1 と UO4 デンドライトが重なる様子が見られた．この時，上面図では

UO4 デンドライトが FO1 デンドライトの間に侵入していく様子が見られる．図 2.28 に

type A と type B の nx = 192 における FO1 と UO1—4 デンドライト先端の軌跡を示してい

る．UO1—3 デンドライト先端の軌跡は type A と type B で異なり，type B の UO デンド

ライトはより左側に進行できると考えられる．FO1 デンドライトの軌跡も type A と type 

B で異なる．y 方向の相互作用は，type A の face-to-face 相互作用の方が type B の space-

to-face 相互作用よりも強いので，type A の FO1 デンドライトの方が type B の場合より

も左側に大きく移動する．一方で，FO1 の移動量が異なるにも関わらず，type A と type 

B の FO1 デンドライトは両方とも UO4 デンドライトによって淘汰された．これは，type 

B では厚み方向について space-to-face 相互作用が働いたことを意味している．さらに，

図 2.25(f)の nx = 256 の場合では，UO デンドライトが FO デンドライトの間を通り抜け

る様子が見られた．この時，図 2.26(e)に示すように，FO1 デンドライトの先端位置は，

z 方向位置をほとんど保ったまま右側に移動する．図 2.29 に nx = 256, θUO = 5°, type B の

場合の時刻(a) 3×106th step と(b) 3.37×106th step における上面図を示す．ここで，デンドラ

イト形態(ϕ = − 0.9 の等高面)と z 方向 880 番目の格子点を通る x-y 平面上の溶質濃度分

布をそれぞれ示す．図 2.29(a)において，FO1 デンドライトの右側に太矢印で指し示す比

較的溶質濃度の低い領域が存在する．この時，図 2.29(b)に細矢印で示すように，FO1 デ

ンドライトは右側に動く．従って，nx = 256, type B の場合において異常淘汰は発生しな

い．図 2.26 において明らかなように，薄膜計算領域の厚みが一定以上広い場合，face-

to-face 相互作用と space- to-face 相互作用とで FO と UO デンドライトの相互作用に違い

が生じる． 

 

(3) 大規模計算による複数デンドライトの相互作用評価 

 前述の収束粒界における理想的な 1 対 1 の FO と UO デンドライトの相互作用が生じ

る薄膜領域計算において，薄膜の厚みが小さい場合，FO と UO デンドライトの相互作

用は face-to-face 相互作用の場合と space-to-face 相互作用の場合とでほとんど同じにな

ることが明らかになった．一方で，薄膜厚みが増加すると，FO と UO デンドライトの

相互作用はデンドライト配列に依存して徐々に変化し，薄膜厚さが臨界値に達すると

space-to-face 相互作用の場合において，FO デンドライト間へ UO デンドライトが侵入し

た．ここで，複数のデンドライトが相互作用する 3 次元バルク領域において face-to-face

相互作用と space-to-face相互作用が同時に生じる場合のデンドライト淘汰挙動の評価を

行う．計算条件を図 2.22 と図 2.23(b)に示す．ここで，計算領域格子点数は nx × ny × nz = 

768 × 1536 × 1536 とし格子幅 Δx = 0.75 μm を用いて 7×106 steps (t = 187.5 s)の計算を実
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施した．ここで，3 種類の傾き角 θUO = 5°, 10°, 15°について計算を行う．各計算は 368 

GPU を用いて実施され，それぞれの計算に約 5.5 日を要した．図 2.30（俯瞰図）と図

2.31（上面図）に時刻(a) 0.05×106th step (1.3 s), (b) 0.25×106th step (6.7 s), (c) 106th step (26.8 

s), (d) 3×106th step (80.4 s), (e) 7×106th step (187.5 s)における計算結果を示す．図中では，図

2.24 および図 2.25 と同様に，ϕ = 0 の固液界面を FO 粒について水色で，UO デンドライ

トについて黄色で示す．計算開始直後，まず，図 2.30(a)と図 2.31(a)に示すように固相が

計算領域底面に濡れ広がる．その後，図 2.31(b)に示すように 2 つの粒が計算領域のほぼ 

中央で衝突し，直線状の粒界を形成する．この時，ランダムに配列するデンドライトが

確認できる．ここで，UO デンドライトの傾き角は設定した θUO よりも小さかった．計

算が進むにつれて，FO デンドライトと UO デンドライトの淘汰が生じ，デンドライト

の配列は徐々に規則的に並んでいった．図 2.30(c)と図 2.31(c)に示すように，FO 粒では

1×106th step 以降デンドライトが六角形配列を取る様子が見られた．また，UO 粒では，

デンドライトは移動方向(y 方向)と側面方向(x 方向)に規則的に並んだ．図 2.31(e)に示す

ように，全ての θUOの場合において最終的に UO デンドライトは 3 本の線に沿うように

並んだ．図 2.30(b)—2.30(e)に示すように，UO デンドライトが成長するにつれて UO デン

ドライトの傾き角も増加した．この時，全ての θUOについて，WC モデルに反する普通

ではない淘汰現象が観察された．また，θUO が小さいほど UO デンドライトが FO 粒に

 

 
Fig.2.30 Time slices of large-scale simulations with nx × ny × nz = 768 × 1536 × 1536 : (a) 

0.05×106th step (1.3 s), (b) 0.25×106th step (6.7 s), (c) 106th step (26.8 s), (d) 3×106th step (80.4 

s), and (e) 7×106th step (187.5 s). 
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深く侵入していく様子が確認できた．ここで，淘汰速度は粒界ごとに異なり，界面がジ

グザグ形状もしくは入り江形状になっている．図 2.31(e)において，ジグザグ粒界の深さ

は θUOが小さいほどより深くなる．また，θUO = 10°と θUO = 15°の計算において，粒界に

位置する FO デンドライトの二次枝が UO 粒側に向かって成長し，図 2.31(b)に示す初期

粒界位置よりも右側へと侵入している様子が確認できた． 

 図 2.32 は，図 2.30 と図 2.31 に示す大規模計算における時刻 0.22×106th step から 7×106th 

step までの FO と UO デンドライト先端位置の軌跡を示している．軌跡を示す線の色は

時刻を示し，0.22×106th step において青，7×106th step において赤である．図中に示す白印

は最終時刻 7×106th step におけるデンドライト先端位置を示している．終点に白印がな

い線は淘汰されたデンドライトの軌跡を示す．異なる θUOを用いた 3 種類の計算におい

て，図 2.32 に示すように最終的に UO デンドライトが一直線に並ぶ 3 本の線が形成さ

れた．図 2.32 において，それらの 3 本の線を L1—L3 で示す．また，図 2.32(a)と図 2.32(b)

に示す線 L4 と線 L5 は，最終時刻までに消えた UO デンドライトの並ぶ線である．さ

らに，粒界に位置する一部の FO デンドライトの移動方向を白矢印で示している．L4 と

 

 

Fig.2.31 Top views of Fig. 2.30: (a) 0.05×106th step (1.3 s), (b) 0.25×106th step (6.7 s), (c) 106th 

step (26.8 s), (d) 3×106th step (80.4 s), and (e) 7×106th step (187.5 s). 
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L5 の線の淘汰は，線 L1—L3 右端における UO デンドライトの分岐によって起こる．こ

の淘汰は，θUO = 5°の場合，L4 については図 2.30(c)，L5 については図 2.31(d)において 

確認できる．また，θUO = 10°の場合は，L4 の淘汰が図 2.30(d)において確認できる．θUO 

= 5°において，L4 と L5 が淘汰されると，L2 と L3 がそれぞれ上側および下側にそれぞ

れ移動して，UO デンドライトの x 方向の間隔が均一になるように変化した．θUO = 10°

において，L4 が淘汰された後，L2 と L3 は下側および上側にそれぞれ移動した．また，

 

 

Fig.2.32 Top views of tip trajectories in the large-scale simulations. The colors indicate time 

from the 0.22 ×106th step (blue) to the 7×106th step (red). The white marks denote the tip 

positions in the final (7×106th) steps. 
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θUO = 15°においても UO デンドライトの線の x 方向への移動が見られた．さらに，θUO = 

5°において UO デンドライトの線 L1—L3 は FO デンドライトを避けるようにわずかに湾

曲した．ここで，θUOが大きいほど，UO デンドライトの線は直線になった．これは，θUO

が大きいほど UO デンドライトの移動速度が上昇し，FO デンドライトとの相互作用時

間が短くなるためである．一方，UO デンドライトは FO デンドライトの間に侵入しよ

うとするため，UO デンドライトの軌跡は淘汰間際においてわずかに湾曲する．粒界に

位置する FO デンドライトは図 2.32 中において白矢印で図示するように UO デンドラ

イトを避ける方向へと移動した．FO デンドライトを避けるための UO デンドライト先

端の軌跡の湾曲と，UO デンドライトを避けるための FO デンドライトの x 方向への移

動は，両方とも FO デンドライトと UO デンドライトが space-to-face 相互作用するよう

にデンドライトを再配列している．実際のバルク内部における複数デンドライトの相互

作用時には，完全な face-to-face 相互作用はほとんど生じず，相互作用する UO デンド

ライトと FO デンドライトの間にはある程度の位置のずれが存在すると考えられる．そ

のため，ここで示したようなデンドライトの再配列が生じ，UO デンドライトの FO 粒

への侵入が生じると考えられる．図 2.32(a)に示す L2 において，face-to-face 相互作用が

確認できるが，その位置においては普通ではない淘汰が遅れている．この粒界位置ごと

の相互作用の違いがジグザグ形状の粒界を形成する理由である． 

 

2.4.3 多結晶 

(1) 計算条件 

 一方向凝固中の多結晶競合成長計算を行う．図 2.33 に計算条件を示す．まず，768 × 

768 × 1149.75 μm3の計算領域を設定する．温度勾配は z 方向に設定し，デンドライト形

態からセル形態までの成長挙動を評価するために，5 種類の温度勾配 G = 10, 20, 50, 100, 

200 K/mm について計算を行う．ここで，引抜速度は Vp = 100 μm/s に固定する．計算開

始時に，半径 3Δx のランダムな結晶方位を持つ 64 個の固相核を計算領域底面(z = 0)の

ランダムな位置に配置する．3 種類の初期核配置の組み合わせ(Case 1—3)を各 5 種類の

G の値の計算に用いる．そのため，計 15 種類の計算を実施する．固相核の<100>方向と

z 軸とのなす角度𝜃z (0° < 𝜃z < 54.74°)の組み合わせについて，64 個の固相核 3 種類(Case 

1—3)分を図 2.34 に示す．図中において，横軸は𝜃zについて昇順に並べた時の固相核の順

番を番号として示している．計算には Al-3wt%Cu の材料物性を用いる．物性値は第 2 章

4 節 1 項の表 2.1 に示した値と同様の値を用いる．また，その他の計算パラメータとし

て，格子幅 Δx = 0.75 μm，界面幅 W0 = Δx/0.8，時間増分 Δt = 2.6786 × 10−5 s を用いた．

計算領域境界における ϕ と u の境界条件について，x 方向と y 方向には周期境界条件，

z 方向には零ノイマン条件をそれぞれ適用した．計算開始時の計算領域底面の温度を，

無次元化飽和度 u = − 0.3 に対応する温度 T0 = 922.39 K と設定する． 

 多結晶一方向凝固計算は，東京工業大学の GPU スパコン TSUBAME2.5 を用いた複数 
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GPU 並列計算によって実施する．図 2.33 に示すように，計算コスト削減のため，液相

領域の計算には Δxcoarse = Δycoarse = Δzcoarse = 1.5 μm の粗い計算格子を用いる．これは固液

共存領域を計算するための格子幅 Δx = Δy = Δz = 0.75 μm の 2 倍である．計算格子は 1,024

×1,024×1,024 の細かい格子と 512×512×256 の粗い格子で構成される．それらの格子

は 1×16×8 と 1×16×1 のサブ領域に分割し，各分割領域の計算にそれぞれ GPU を 1

基割り当てる．そのため，計算には 144 GPU を用いた．細かい格子と粗い格子の境界部

分では 1 次線形補間を用いてデータの補間を行う．計算中は，計算領域移動法により，

1×106th step まではデンドライト/セル先端位置が z 方向の 900 番目の格子点位置を超え

ないように計算領域を z 方向へ移動させる．また，1 × 106th step 以降は Δz/(VpΔt)の周期

で計算領域を 1 格子分 z 方向へ移動させる．計算は 5 × 106th step (t = 133.9 s)まで行う．

これは引抜距離 13.4 mm に対応する．各計算には約 5.2 日を要した． 

 

(2) 計算結果 

 図2.35と図2.36に固液界面(ϕ = 0)の時間変化の俯瞰図および上面図をそれぞれ示す．

ここで，色はデンドライトの傾き角𝜃z を示している．図 2.35 では，図 2.33 に示す細か

 
Fig.2.33 Computational domain subdivision (left) for parallel computation and grid division 

(right). Each subdomain is assigned to one GPU. To reduce the computational cost, coarse 

grids, Δxcoarse = 2Δx , are used in the liquid region. The dendrite/cell tip positions are maintained 

below the blue plane at the 900th lattice point position. 
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い格子領域部分のみを示している．図 2.35 と図 2.36 より，G = 10, 20, 50 K/mm におい

てデンドライト形態が確認できた．一方，G = 200 K/mm ではセル形態が確認できた．G 

= 100 K/mm では，セル形態からデンドライト形態へ遷移する過程のような構造が得ら

れた．図 2.36 中において時間経過に伴い赤色の領域が増えることから，小さい𝜃zの FO

粒が優先的に成長することが確認できた．また，G = 10, 20 K/mm において，比較的傾

き角𝜃zの大きい UO 粒(緑—黄)が最終時刻 5 ×106th step まで生き残る様子も確認できた． 

 図 2.37 に全 15 種類の計算において生き残った粒の違いを示す．図 2.37 に示す灰色の

領域は，計算開始時点において対応する𝜃zを持つ粒が配置されなかったことを示してい

る．図中のバーの右端の位置は，淘汰された時刻を示す．ここで，G = 10, 20, 50, 100, 200 

K/mm の計算について一次枝先端位置がそれぞれ z 方向 850, 860, 880, 890, 890 番目の格

子点位置を超えているデンドライト/セルを生存中のデンドライト/セルと見なした．各

粒を構成するデンドライト/セルが上記の基準に基づいて 1 本以上生存している場合，

その粒が生存していると判断される．生存中の粒のカウントは，デンドライト/セルの先

端が z 方向 900 番目の格子点位置の高さに初めて達した時刻から開始される．図 2.37

の各グラフの左上端および右上端に示す数はそれぞれ時刻 0.3 ×106th step (t = 8.04 s)と 5 

×106th step (t = 133.93 s)において生き残った粒の数である．図 2.37 に示すように，0.3 ×106th 

step において生き残った粒の割合は初期核が 64 個なのに対して 1/5 (Case 3, G = 100 

K/mm において粒 12 個生存)から 1/3(Case 1, G = 200 K/mm において粒 21 個生存)程度で

あった．この時刻より前に，いくつかの比較的傾き角𝜃zの大きな UO 粒が淘汰されてい

る．小さい𝜃z を持つ FO 粒はこの時刻以降も長時間成長し続け，最終的に時刻 5 ×106th 

step (t = 133.93 s)において 2 個(Case 3, G = 50, 100 K/mm)から 8 個(Case 1, G = 200 K/mm) 

 

 

Fig.2.34 Angles, 𝜃z, between the preferred growth direction <100> and the z -axis for the three 

sets of 64 seeds. The seeds are numbered in increasing order of 𝜃z. 
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Fig.2.35 Time slices of bird’s-eye views of the solid-liquid interface (isosurface at ϕ = 0) at (a) 

3 ×105 step (8.0 s), (b) 1 ×106 step (26.8 s), and (c) 5 ×106 step (133.9 s). The colors indicate 

the value of 𝜃z. 
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Fig.2.36 Time slices of top views of the solid-liquid interface (isosurface at ϕ = 0) at (a) 3 ×105 

step (8.0 s), (b) 1 ×106 step (26.8 s), and (c) 5 ×106 step (133.9 s). The colors indicate the value 

of 𝜃z. 
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Fig.2.37 Changes in surviving grains during 15 simulations. The right end of each bar indicates 

the time at which a grain is overgrown. Note that there are some grains with the same value of 

𝜃z. There are no grains from the beginning of the simulations in the gray regions. The numbers 

in upper left and upper right corners in each figure indicate the number of remaining grains at 

0.3 ×106th step (8.04 s) and 5×106th step (133.93 s), respectively. 
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までの粒が残った．最終時刻では，ごく僅かに UO 粒が生き残ったものの，生き残った

粒のほとんどが𝜃z < 10°の FO 粒であった． 

図 2.38 に，各時刻において観測された生存中の粒の数を，デンドライト先端位置か

ら初期計算領域底面位置(チル表面)までの z 方向距離の関数として示す．図 2.38 より，

生存中の粒の数は，G = 10, 20, 50 K/mm において一部瞬間的に増加する様子が見られる

ものの，基本的にチル表面からの距離が増えるほど単調に減少した．この一時的な粒数

の増加は，FO デンドライトの間を UO デンドライトが通り抜ける際にデンドライト先

端位置が z 方向に振動することで引き起こされた． 

 

(3) 3 次元多結晶淘汰挙動 

 本研究において重要な点は，3 次元柱状多結晶の競合成長計算の結果が，FO 粒が UO

粒を淘汰して生き残るという WC モデル[128]に基づく予測と良好に一致している点で

ある．2 次元系を用いて実施された柱状多結晶計算[82]では，WC モデルと異なり，UO

粒による FO 粒の淘汰が頻繁に確認された．2 次元計算において各粒は左右に隣接する

2 個の粒からのみ相互作用を受ける．それゆえに，文献[82]に示すように，隣接する左

右の粒の成長方向が中央の粒から離れていく方向を向いている場合，その粒は例え傾き

 

 
Fig.2.38 Changes in the number of surviving grains, N, for all 15 simulations. The grain 

counting starts when the first tip reaches grid point 900 in the z-direction. The dashed lines 

represent the outcome of fitting obtained using Eq. (2.28). 
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角の大きな UO デンドライトであっても淘汰されずに成長し続ける．しかしながら，3

次元計算においては，各粒の周囲にはいくつもの粒が存在し，それらが互いに作用する． 

図 2.39 に一方向凝固中の複数粒を上から見た場合の粒界の相互作用の概略図を示して

いる．なお，粒配列は六角形配列が支配的であるが，概略図中においては簡単のため 4

個の粒に四方を囲まれた粒を示す．図中の矢印は粒の進行方向もしくは分岐方向を示し

ている．図 2.39(a)に示す状況では，例え粒 A が傾き角の小さな FO 粒であっても，隣接

粒によって容易に淘汰される．一方で，図 2.39(b)に示す状況では，例え粒 B が傾き角

の大きな UO 粒であっても淘汰されずに成長し続ける．この場合，粒 A と粒 B がそれ

ぞれ FO 粒および UO 粒の場合に WC モデルに反した淘汰が発生する．しかしながら，

図 2.39(a)や図 2.39(b)に示すような粒配置が生じる可能性はかなり低く，基本的には図

2.39(c)に示すような，一部の隣接粒は粒 C に向かって成長し，その他の隣接粒が粒 C か

ら離れる方向に成長するような条件が最も現れやすい．図 2.39(c)に示すような条件に

おいて，粒 C が FO 粒であり一部の隣接粒が粒 C に向かって成長するとしても，粒 C

はそれ以外の粒 C から離れる方向に成長する隣接粒へ向かって成長する．この場合，粒

C は生き残る．対照的に，粒 C が UO 粒であり一部の隣接粒が粒 C から離れる方向に

成長するような条件であっても，粒 C はそれ以外の粒 C に向かって成長する隣接粒に

よって淘汰される．それゆえに，図 2.39(c)の場合において異常淘汰は起こらない．また，

図 2.39(a)と図 2.39(b)に示すような状況が生じたとしても，その状況は長く続かないと

考えられる．なぜなら，周囲の隣接粒もまた，その他の周囲の粒から影響を受けて粒配

置が時間変化するからである．以上が 3 次元多結晶凝固中に観測された柱状粒の淘汰挙

動が 2 次元計算の場合よりも WC モデルにおいて予想される淘汰挙動とよく一致した

 

 
Fig.2.39 Schematic illustration of a grain interacting with neighboring grains. The arrows 

indicate the migration or branching direction of grains. (a) All neighboring grains migrate 

toward grain A, (b) all neighboring grains grow away from grain B, and (c) some neighboring 

grains grow toward the grain C and others grow away from grain C. If grains A and B are FO 

and UO grains, respectively, the unusual overgrowth would occur in cases (a) and (b). 
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理由である．言い換えれば，2 次元系や二結晶において見られる粒の淘汰プロセスは極

めて限定的な条件において生じるものであると言える． 

 

(4) WC モデルに反した淘汰挙動 

 図 2.35-2.37 において，一部の UO 粒が長時間成長し続けている．その具体例を図 2.37

に白抜赤矢印で示す．また，一部の FO デンドライトの淘汰が確認されている．図 2.37

において白抜緑矢印で示すように，Case 1 の G = 10, 20 K/mm において，𝜃z = 0°の FO デ

ンドライトが淘汰されている．これらは WC モデルに反した普通ではない淘汰である．

この淘汰の原因を調査するために，第 2 章 4 節 1 項で用いたボロノイ分割を今回の計算

で得られたデンドライト/セル先端位置に対して行い，z 方向に垂直な平面上において各

粒が占める面積を算出した．図 2.40 は，図 2.36 に対応するボロノイ分割の結果を示す．

ここで，白印は一次枝先端位置を示し，黒線は各デンドライト/セルに対応する多面体の

辺を示している．また，色で傾き角𝜃zを示している．図 2.40 より各粒の面積変化の評価

が可能になった． 

 図 2.41 に 4 個の特徴的な UO 粒および FO 粒の面積 Ag の時間変化を，計算領域面積

Aall = 768 ×768 μm2の比 Ag/Aallとしてそれぞれ示す．図 2.41(a)と図 2.41(b)は UO 粒を示

す．図 2.40(c)における緑の粒と対応する粒(Case 1,𝜃z = 36°)を図 2.41(a)に，図 2.40(c)に

おける黄緑の粒と対応する粒(Case 3,𝜃z = 21.6°)を図 2.41(b)にそれぞれ示している．図

2.41(a)と図 2.41(b)において，G = 10, 20, 50 K/mm の場合のデンドライト構造における面

積は，時間経過に伴い振動や急激な増減を示した．これは，粒内に含まれるデンドライ

トの数が少ないこと，淘汰や新しいデンドライトの生成が頻繁に行われることに起因し

ている．デンドライト構造の場合，一次枝間隔が広くなるため，大きな傾き角を持つ UO

デンドライトが他のデンドライト粒の間に侵入していく．そのため，セル形態よりもデ

ンドライト形態の方が，大きな傾き角を持つ UO 粒がより長期間成長を続けられる．こ

の傾向は，図 2.37 において赤矢印で示すデンドライト(Case 1, 𝜃z = 43.2°)においても見

られる．このデンドライトは図 2.40(b)の水色の粒に対応する．また，図 2.40(c)の Case 

1 と Case 2 の G = 10 K/mm に示すように，UO デンドライト粒が複数の小さい粒に分裂

する様子も見られた．対照的に，G = 200 K/mm におけるセル形態の UO 粒は図 2.41(a)

と図 2.41(b)に示すように滑らかな面積変化を示した．セル形態の UO 粒はまとまって

移動しており，デンドライト形態の UO 粒とは異なり分裂しにくい傾向が確認できた．

最終的に，デンドライト形態の UO 粒はセル形態の UO 粒よりも長期間成長し続けると

結論付けられる． 

 一方で，FO 粒については，図 2.41(c)と図 2.41(d)に示すように UO 粒とは異なる傾向

を示した．それらの図中において，G = 50, 100, 200 K/mm の粒の面積は時間経過に伴い

単調に増加しているが，デンドライト形態を取る G = 10, 20 K/mm の粒の面積は増加し

にくい様子が見られた．デンドライトの数は分岐によって増えるが，分岐するためには 
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Fig.2.40 Voronoi tessellation for the dendrite/cell tip positions corresponding to Fig. 2.36. 

White marks indicate the tip positions on the x–y surface, the black lines are the individual 

dendrite/cell boundaries and the color indicates the inclination angle 𝜃z. 
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デンドライト一次枝の周辺に十分な広さの空間を必要とする．対照的に，セル形態の粒

は二次枝が曲がって一次枝になることでセルの数を増やすことができるため[81-82]，新

たなセルの生成にデンドライトほど広い空間を要しない．図 2.41(c)において，G = 50, 

100, 200 K/mm の場合の面積増加は 3 ×106th step 付近で加速している．これは，周囲の粒

から受ける相互作用の形態が変化したためである．図 2.41(d)に示す G = 50, 100, 200 

K/mm の FO 粒は，図 2.40(c)において赤い領域で示すように，最終的に計算領域のほぼ

全域を覆っている．図 2.41(c)に示す G = 10, 20 K/mm のデンドライト形態の FO 粒は普

通ではない淘汰の発生条件に従って淘汰されている．このような図 2.39(a)に示す淘汰

条件を満たす FO 粒周辺の粒配置は，デンドライトの数が少なくなることによって生じ

た． 

 

 (5) 幾何学的淘汰との比較 

 Kolmogorov は底面のランダムな位置に生成したランダムな方位を持つ核が幾何学的

駆動力による淘汰を伴いつつ成長した時に得られる柱状組織について，底面からの成長

距離と生存している粒の数の関係式を導出した[175]．関係式は次式で与えられる． 

 

 

 

Fig.2.41 Area changes in four characteristic grains: two UO grains with (a) 𝜃z = 36.0° in Case 

1 and (b) 𝜃z = 21.6° in Case 3, and two FO grains with (c) 𝜃z = 0.0° in Case 1 and (d) 𝜃z = 1.0° 

in Case 3. The areas are computed using the Voronoi tessellation results shown in Fig. 2.40. Ag 

and Aall indicate the grain area and computational domain area (768 × 768 μm2), respectively. 
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  ,
n

c
N z

z



  （2.28）  

 

ここで，N は生存している結晶の数，z は底面からの距離，ρ は初期の粒の数密度，c は

定数，n は指数であり，2 次元の場合 n = 0.5，3 次元の場合 n = 1 である． 図 2.38 中の

破線は式(2.28)を N(z, ρ) = Cz−nの形式として導出したフィッティング曲線である．図に

示すように，粒数がかなり少ない場合においても，計算結果とフィッティング曲線が良

好に一致している．表 2.3 にフィッティングに用いた指数 n の値を示す．デンドライト

形態を取る条件(G = 10, 20, 50 K/mm)において，n は約 0.55 となった．さらに，n の値は

温度勾配の増加に伴って G = 200 K/mm に達するまで徐々に減少した．これらの n の値

は，3 次元における理論値 n = 1 と比べてかなり小さい．これは，二元合金の一方向凝

固において発生する粒の淘汰メカニズムが，幾何学的駆動力のみによって生じる淘汰メ

カニズムからの乖離が大きいことを意味している．ZnO のナノワイヤ配列において，実

験値が n = 0.8 となることが報告されている[176]．しかしながら，ZnO ナノワイヤの異

方性は合金凝固過程において観察される異方性よりも大きく，柱状構造はより線状であ

る．二元合金の一方向凝固の場合，粒界におけるデンドライト/セルの相互作用は，2 つ

の固体の直接接触ではなく，デンドライト/セル先端前方の溶質拡散層の相互作用によ

って引き起こされ，収束粒界において普通ではない淘汰を引き起こす[79-81, 135]．さら

に，発散粒界の境界は，粒界における分岐によって波状になる[81-82, 177]．このような

現象は，純粋な幾何学的駆動力のみによる粒淘汰が起こる異方性の高い構造においては

見られず[176, 178]，粒の数の減少を遅らせる要因となる．これらの点を考慮すると，本

計算より導出された低い n の値は妥当であると考えられる．さらに，本研究において実

施された計算において，生き残った粒の数は比較的少なく，周期境界条件が競合成長に

影響を与えている．より定量的に n の値を推定するためには，計算の更なる大規模化が

必要である． 

 

 

 

Table 2.3 Fitted exponents n in Eq. (2.28). 

G [K/mm] 10 20 50 100 200 

Case 1 0.593 0.508 0.506 0.475 0.369 

Case 2 0.529 0.573 0.550 0.538 0.359 

Case 3 0.515 0.583 0.618 0.573 0.561 

Average 0.545 0.554 0.558 0.529 0.430 
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2.5 結言  

 本章では，一方向凝固過程における複数柱状デンドライト競合成長の 3 次元評価を数

値計算的に可能とするため，計算領域移動法を実装した二元合金一方向凝固のための定量

的フェーズフィールドモデルの複数 GPU 並列 3 次元フェーズフィールド計算コードを開発

した．また，開発手法の並列計算性能評価を行い，複数 GPU 並列計算の適用により，良好

なスケーリングが得られることを示した．また，開発手法を用いた大規模な 3 次元一方向凝

固計算によって 3 次元バルク材料内における柱状デンドライトの成長挙動評価を行った． 

まず，二元合金単結晶の一方向凝固中の温度勾配方向に垂直な平面上における一次枝配

列の評価を，大規模フェーズフィールド計算により実施した．一次枝配列はボロノイ分割を

用いて評価し，デンドライト組織とセル組織の両方で六角形配列が支配的であること，六角

形配列の周辺に典型的な五角形・七角形欠陥が見られることを明らかにした．また，全多面

体中の六角形の数の割合および五角形・七角形欠陥はそれぞれ時間経過に伴い増加および

減少した．この挙動は，一次枝の数が一定になった後も続いた．さらに，セル－デンドライ

ト遷移過程近傍のデンドライト形態において，一次枝が最も規則的に配列する様子が観察

された．また，一次枝間隔はドロネー三角形分割を用いて評価した．その結果，一方向凝固

中に一次枝間隔を均一にするように一次枝先端が移動する様子が確認できた． 

次に，二元合金二結晶の収束粒界における 3 次元デンドライト競合成長挙動の評価を行

った．まず，薄膜領域を用いた計算を行い，薄膜の厚みや UO デンドライトの傾き角，デン

ドライトの配列がデンドライト競合成長に与える影響の評価を行った．次に，収束粒界にお

いて複数のデンドライトが相互作用する現実的な凝固条件を模した大規模計算を行った．

その結果，WC モデルに反した普通ではない淘汰が薄膜領域だけでなくバルク領域において

も生じることを明らかにした．また，普通ではない淘汰は薄膜厚さが薄く UO デンドライト

の傾き角が小さいほど発生しやすくなることを明らかにした．薄膜領域厚みが薄い場合に

は，収束粒界における FO デンドライトと UO デンドライトの相互作用はデンドライトの配

置に影響を受けないことが分かった．一方で，薄膜領域厚みが増加するにつれて，相互作用

がデンドライトの配列に影響を受ける様子が確認できた．この時，spase-to-face 相互作用の

場合，FO デンドライト間隔が一定値を超えると，UO デンドライトが FO デンドライトの

間に侵入する様子が見られた．複数のデンドライトの相互作用を取り扱った大規模計算で

は，ジグザグ形状の粒界が形成されることを確認した．ジグザグ粒界は UO 粒の傾き角が小

さいほど FO 粒側へ進行した．また，一方向凝固中に FO と UO デンドライトが space-to-face

配列になるように再配列することが分かった． 

最後に，多結晶二元合金一方向凝固の 3 次元大規模フェーズフィールド計算を実施し，複

数の柱状粒の競合成長を系統的に評価した．ここで，計算コストをさらに削減するために，

液相領域に粗い格子を，固液共存領域に細かい数値格子を用いる簡易な解適合格子法を実

装した．多結晶柱状粒の 3 次元競合成長計算において，概ね WC モデルに従う結果が得ら
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れた．また，局所的に WC モデルに反して UO 粒が優先的に成長し続ける普通ではない淘

汰現象も見られた．この淘汰現象は，2 次元計算よりも 3 次元計算の方が発生頻度は少なく

なることが分かった．これは，直接相互作用する隣接粒の数が 2 次元よりも 3 次元の方が

多く，異常淘汰が生じる特殊な粒の組み合わせが発生しにくくなるためである．デンドライ

ト形態の場合，傾き角の大きな UO 粒は，他のデンドライトの間に侵入しながら成長するこ

とが可能なため，比較的生き残りやすい傾向が見られた．対照的に，FO デンドライト粒は

セル形態の場合よりも粒が広がらずに成長し続ける傾向が見られた．これは，デンドライ

ト一次枝から新しい一次枝が分岐するために周辺に比較的広い空間を必要とするため

である．さらに，本計算より得られた粒数の時間変化をべき関数でフィッティングし，

得られた指数が Kolmogorov モデルより得られた値よりも小さくなることを明らかにし

た．この結果は，デンドライト/セル形態の柱状粒の競合成長が，純粋な幾何学的駆動力

による淘汰現象とは異なるメカニズムに支配されていることを示している． 

上記の評価はいずれも複数のデンドライトが同時に成長する大規模 3 次元フェーズ

フィールド計算によって初めて実現されたものであり，本章で開発した大規模フェーズ

フィールド計算手法が凝固組織を評価するための有力な手法であることを示した． 
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3. 液相流動を伴うデンドライト凝固計算 

 合金凝固において，鋳込み時に生じる強制対流や，熱・溶質の不均一分布に依存した

密度差によって引き起こされる自然対流は，凝固中のデンドライト形態や組織構造を大

きく変える[5-8]．本章では，凝固において強い影響を及ぼす液相流動がデンドライト成

長に与える影響を 3 次元的に評価可能な大規模計算手法の構築を目的とする．また，構

築した手法を用いて，強制対流や自然対流が 3 次元デンドライト形態に与える影響の評

価を行う．強制対流の問題では，単一の等軸デンドライトの優先成長方向と流動方向を

変えた系統的な計算を行い，デンドライト成長速度と流動方向の関係を評価する．自然

対流の問題では，一方向凝固過程における複数デンドライトの競合成長計算を行い，重

力が一次枝間隔と配列に及ぼす影響を評価する．さらに，大規模計算によるデンドライ

ト樹間液相の透過率算出法を構築し，複数柱状デンドライトに対する透過率を数値計算

手法によって初めて評価する． 

 

3.1 数値モデル 

本研究では，Rojas らの液相流動を伴う二元合金等温凝固のためのフェーズフィール

ド格子ボルツマンモデル[109]を 3 次元問題に拡張する．このモデルでは，デンドライト

の成長を二元合金のための定量的フェーズフィールドモデル[66]，液相の流動を格子ボ

ルツマンモデル[179]によってそれぞれ表現する．  

フェーズフィールド変数 ϕ および無次元溶質濃度 u の時間発展方程式はそれぞれ次

式を用いて表現する．  
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ここで，式(3.1)は第 2 章の式(2.23)と同一であり，その詳細は第 2 章において記述した

ため本章では割愛する．また，式(3.2)は第 2 章の式(2.20)の左辺に溶質の移流項を追加

したものである．移流項中の U は液相の流速ベクトルを示している．式(3.2)についても

移流項を除き第 2 章において記述しているため，本章では詳細は割愛する． 

 式(3.1)と式(3.2)の計算には有限差分法を用いる．時間の 1 階微分には一次精度風上差
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分を用い，式(3.1)と式(3.2)中のラプラシアンはそれぞれ 2 次精度中心差分法と最近接お

よび第 2 近接格子点を用いた離散化手法[120]を適用する．また，式(3.2)中の移流項の空

間微分には，5 次精度の weighted essentially non-oscillatory (WENO) [180-181]を用いる． 

次に，凝固中の液相流動を表現するために，次の BGK モデル[182]の衝突項および外

力項から構成される単一緩和時間の格子ボルツマン方程式を用いる． 

 

         
1

, , , , ,eq

i i i i i i

LBM

f t t t f t f t f t G t t


          x c x x x x  （3.3） 

 

ここで，fi および fi
eq はそれぞれ離散粒子速度 ci 方向の粒子分布関数および平衡分布関

数である．また，τLBMは格子ボルツマン緩和時間，Δt は時間増分をそれぞれ示している．

液相の密度 ρ および流速 U はそれぞれ次式より得られる． 
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ここで，Q は離散速度の数を示している．本研究では，図 3.1 に示す 3 次元 19 速度

(D3Q19)モデルを用いるため，Q = 19 である．平衡分布関数 fi
eqはマクスウェル分布に基

づいて導出された次式を用いる[183]． 
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ここで，wiは重み関数，c = Δx/Δt は格子速度である．なお，Δx は格子幅である．各離

散速度方向における ci の各成分と wi の値を表 3.1 に示す．2 次精度離散外力項 Gi は次

式で与えられる． 
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ここで，G は固液界面において滑りなし条件を適用するための散逸抗力[83]であり，次

式で表される． 
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ここで，ν は動粘性係数であり，本研究で用いる格子ボルツマンモデルでは次式で与え

られる．  
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また，h は定数であり h = 2.757 で与えられる[83]． 

 

3.2 計算手法 

フェーズフィールド格子ボルツマン計算を高速化するため，複数の GPU を用いた並

列計算手法を開発した．計算コードは C/C++言語をベースとして GPU 計算用のプログ

 

 

Fig.3.1 Schematic of discrete velocities in D3Q19 model. 

 

Table 3.1 Discrete particle velocities and weighting coefficients in the D3Q19 model. 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

cxi 0 c c 0 0 0 0 c c c c     c c c c

cyi 0 0 0 c c 0 0 c c c c c c c c    

czi 0 0 0 0  c c     c c c c c c c c 

wi 1/3 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 
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ラミング言語，Compute Unified Device Architecture (CUDA)を用いて記述した．また，ノ

ード間通信には message passing interface (MPI)を用いた．全計算領域の分割および分割

領域境界のデータ交換の概略図を図 3.2 に示す．本研究では，y 方向および z 方向の 2

次元分割を採用した．図に示すように，ある GPU が受け持つ分割領域境界の ϕ と u，

dϕ/dt，J，fi (i = 0, 1, …,18)の値を GPU から CPU に転送する．このとき，5 次精度の WENO

を用いて移流項を計算する u に関しては 3 格子分，ϕ と dϕ/dt，J，fi については 1 格子

分の境界データをそれぞれ転送する．境界データを転送された CPU は，隣接する分割

領域を受け持つ CPU 間で MPI 通信を行い，境界のデータを交換する．交換したデータ

は CPU から GPU に転送される．以上の処理を，各計算ステップの開始時に y 方向およ 

 

Fig.3.2 2D decomposition of the whole computational domain and data exchange on the 

decomposed subdomain boundaries in multi-GPU parallel computations.  

 

 

Fig.3.3 Scalability evaluation results in (a) weak and (b) strong tests of the multi-GPU parallel 

computational code for 3D PFLBM. Weak scaling tests are performed using the lattice numbers 

of 1283 and 2563 per GPU. Strong scaling tests are performed for the lattice numbers of 5123 

and 1,0243. 
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び z 方向に対して行う． 

本章では，第 3 章 3 節の計算性能評価および第 3 章 4 節の強制対流下におけるデンド

ライト成長計算，第 3 章 6 節の透過率評価計算において，東京工業大学の TSUBAME2.5

を用いた．TSUBAME2.5 は NVIDIA 社の GPU，Tesla K20X を 3 基と Intel 社の CPU，

Xeon X567 を 2 基搭載した計算ノード 1408 基から構成される．また，第 3 章 5 節の自

然対流を伴う柱状デンドライト成長計算には TSUBAME2.5 の後継機である

TSUBAME3.0 を用いた．TSUBAME3.0 は NVIDIA 社の GPU，Tesla P100 を 4 基と Intel

社の CPU，Xeon E5-2680 V4 を 2 基搭載した計算ノード 540 基から構成される． 

 

3.3 計算性能評価 

開発した計算手法の強スケーリング評価および弱スケーリング評価を行う．各 GPU

の計算格子点数を 1283 および 2563 とした弱スケーリング評価における測定結果を図

3.3(a)に示す．図より，測定した GPU 数の範囲において，GPU 数と演算性能に線形関係

が得られており，GPU 数を増やすことで計算効率を保ちながら計算規模を拡張可能で

あることが確認できた．また，強スケーリング評価の結果を図 3.3(b)に示す．図に示す

ように，5123 格子および 1,0243 格子の計算において，GPU 数が 100 基および 500 基以

下の範囲において良好なスケーリングが得られることが確認できた． 

 

3.4 強制対流下におけるデンドライト成長 

本章の計算では，モデル材料として Al-3wt%Cu を用いる．本研究で用いた材料物性

を表 3.2 に示す．このとき，計算を安定かつ効率的に実施するため，動粘性係数 ν のみ

τLBM = 1 として計算に用いた Δx と Δt より式(3.9)から算出する．本計算では Δt を Δt 

=Δx2/(28Dl)と設定するため，動粘性係数は ν = 1.4×10−8 m2/s となる．この値は実験にお

いて測定された値[184]の約 1/30 である．この仮定により，計算は実材料の動粘性係数

の値を使った場合と比べて約 30 倍高速化する．このとき，レイノルズ数 Re は最大でお

よそ 2.3 程度であり，実際の動粘性係数の値の場合には Re はおよそ 0.08 である．この

 

Table 3.2 Material properties of Al-3 wt%Cu alloy. 

Parameter Variable Value Reference 

Melting temperature (K) Tm 933.3 [162] 

Slope of liquidus line (K/at. frac.) m −620 [163] 

Diffusivity in liquid (m2/s) Dl 3.0×10−9 [164] 

Diffusivity in solid (m2/s) Ds 3.0×10−13 [164] 

Partition coefficient (-) k 0.14 [164] 

Gibbs–Thomson constant (Km) Γ 0.24×10−6 [165] 

Anisotropic strength (-) ε4 0.02  
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ようなレイノルズ数の小さい条件の場合，計算より得られるデンドライト形態は動粘性

係数の値によってほとんど変わらないとして計算を実施する． 

 

3.4.1 単一デンドライト成長 

(1) 収束挙動評価 

 高精度な評価が可能な格子幅 Δx を決定するために，まず，強制対流下において成長す

 

 

Fig.3.4 Time evolutions of upstream tip velocity V for inflow velocities of U0 = 0 (without 

flow), 2, and 4 mm/s and grid sizes of Δx = 0.0125 and 0.02 μm. 

 

 

Fig.3.5 Convergence behaviors of upstream tip velocity Vc at a steady growth state for three 

different U0. 
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るデンドライトの成長速度に関して収束挙動評価を行う．計算では，界面幅について W0 = 

Δx/0.4，計算領域を Lx × Ly × Lz = 12.8 × 6.4 × 6.4 μm3 (= 648.6 × 324.3 × 324.3 d0
3)と設定す

る．初期条件として，計算領域を無次元過冷度 u0 = −0.5 (T = 919.1 K)の合金溶液で満た

し，一様流れ U = (−U0, 0, 0)Tを与える．また，デンドライト形態の対称性を考慮して，結

晶方位のオイラー角(φ, θ, ψ) = (0, 0, 0)の固相核を一つ位置(x, y, z) = (8.0 μm, 0, 0)に配置し

て計算を開始する．境界条件として，y 方向および z 方向の境界には ϕ，u について零ノ

イマン条件，U について滑り条件をそれぞれ適用する．また，x 方向の境界条件に関し

て，ϕ，u は零ノイマン条件，U は x = 0 において流入条件(U = (−U0, 0, 0)T)，x = Lxにお

いて流出条件(∂U/∂x = (0, 0, 0)T)をそれぞれ適用する．後述の単一デンドライト成長計算

における最大流速は 4 mm/s 以下であるため，流入速度 U0 は U0 = 0, 2, 4 mm/s (= 0, 

0.0132d0/Dl, 0.0264d0/Dl)と設定して収束挙動評価を行う． 

格子幅を Δx = 0.0125 μm (d0/W0 = 0.632)および Δx = 0.02 μm (d0/W0 = 0.395)と設定した

場合の計算における上流側に向かって成長する[1 0 0]デンドライト一次枝の成長速度の

時間変化を図 3.4 に示す．図 3.4 に示す全ての条件において，上流側に成長するデンド

ライト先端の成長速度は，計算開始直後に一度減速した後，緩やかに加速し，定常速度

に収束している様子が観察される．この傾向は，先行研究において実施された計算にお

いて観察された傾向と同様である[104]．さらに，定常成長状態が達成される時刻は U0

が大きいほど早かった．これは，U0が大きいほど上流側に成長するデンドライト一次枝

先端近傍の溶質が後方へと速やかに排除され，その結果，結晶形態が初期核の球形から

デンドライト形態へと変化するのが早まるためである．定常成長状態の上流側デンドラ

イト先端の成長速度Vcを横軸に格子解像度d0/W0を取り図3.5にプロットする．図より，

格子幅を小さくすると，全ての U0 に対して Vc が一定値に収束する様子が確認できた．

また，Vcの収束値は U0が大きいほど高くなり，Vcが収束するのに必要な格子幅は U0が

大きいほどより小さくなることが確認できた．図 3.5 の結果に基づき，以降の計算に用

いる格子幅は，U0 = 4 mm/s において計算精度 98.7%である Δx = 0.02 μm と決定した．な

お，図 3.4 に示すように，Δx = 0.02 μm を用いた場合と本評価計算における最小の格子

幅 Δx = 0.013 μm を用いた場合において，上流側に成長するデンドライトの成長速度の

時間変化は良好に一致している．この強制対流下における 3 次元デンドライト成長の収

束挙動評価は我々が把握する範囲において初めて実施された． 

 

(2) 計算条件 

デンドライトの優先成長方向と強制対流方向の方位差がデンドライト成長形態に与

える影響の評価を目的とした評価の計算条件を図 3.6 に示す．計算の開始時，u0 = −0.5 

(T = 919.1 K)の合金溶液に満たされた 20.483 μm3 (= 1,0243Δx3 = 1037.73d0
3)の計算領域を

1,0243 格子に分割する．デンドライトの成長は，計算領域中央に置かれた半径 22Δx の

球形の固相核から開始される．表 3.3 に示すように，配置した固相核のオイラー角を変
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更して 5 種類の計算を行った．流入速度は U0 = 2 mm/s とし，境界条件については前述

の収束挙動評価と同様に設定した．また，比較のため，領域サイズ 20.482 μm2 (= 10242Δx2 

= 1037.72d0
2)の 2 次元計算を表 3.3 に示すオイラー角を用いて実施した． 

3 次元計算において，計算領域は y 方向および z 方向にそれぞれ 16 分割し，分割した

領域の計算にそれぞれ GPU を 1 基割り当てる．計算には時間増分 Δt = 4.76 × 10−9 s を

用い，3 × 105 time steps の計算を行った．3 次元計算の計算実行時間は 256 GPU を用い

て約 8 時間要した．この計算時間は，式(3.3)の格子ボルツマン方程式を解かずに式(3.1)

と式(3.2)のフェーズフィールド凝固モデルのみ計算した場合の計算時間の約 4.4 倍であ

る． 

 

(3) デンドライト一次枝先端の成長速度 

 図 3.7 に 3 次元デンドライト一次枝の成長速度が定常状態になる時刻 t = 1.3 ms (= 

275,000Δt = 1.0×104d0/Dl)におけるデンドライト形態を示す．表 3.3 の Case#1-#5 に対応

する 3 次元計算の結果を図 3.7(a)-(e)に示す．ここで，図 3.7(a)-(e)の上段は俯瞰図，下部

は[0 0 1 ]方向から見た図である．また，図 3.7(f)-(h)は Case#6, #8, #10 に対応する 2 次元

計算の結果を示している．これらの計算はデンドライト成長の初期段階に対応しており，

デンドライト高次枝の発生は 2 次元計算と 3 次元計算の双方で見られない．図 3.7(a)-(e)

下段および図 3.7(f)-(h)に示す円は，対流がない場合の 2 次元計算および 3 次元計算にお

 

 

Fig.3.6 Computational conditions for dendrite growth simulation in isothermal solidification of 

a binary alloy with forced convection of the inlet flow U0 = 2 mm/s (U0d0/Dl = 0.0132). The 

Euler angles of α and β were changed as given in Table 2 to assess the effects of misorientation 

between the <100> preferred growth direction and the forced convection direction. 
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ける同時刻のデンドライト一次枝先端位置をそれぞれ示している．図 3.7(a)-(e)下段よ

り，上流方向に傾くデンドライト一次枝は対流がない場合の一次枝よりも長く，下流側

に傾くデンドライト一次枝は短くなる様子が確認できた．この傾向は，図 3.7(f)-(h)に示

す 2 次元計算でも同様である．この時，2 次元計算では，流体がデンドライト一次枝の

紙面方向側面を通り抜けることが出来ず流路が x-y 平面方向に限定される．そのため，

計算領域上部と下部の流速は 3 次元計算の場合よりも 2 次元計算の方が速くなる．ま

た，デンドライト先端近傍の溶質濃度は 3 次元計算よりも 2 次元計算の方が高くなるた

め，一次枝の成長速度が 2 次元計算において 3 次元計算よりも遅くなっている． 

 各デンドライト先端の成長速度の時間変化を図 3.8 に示す．ここで，図 3.8 (a), 3.8 (b), 

3.8 (c)はそれぞれ，Case #1 と#6，Case #2 と#8，Case #3 と#10 の結果と対応する．全て

のデンドライト先端の成長速度は，2 次元計算と 3 次元計算で同様の傾向を示した．2

次元計算において，デンドライト先端の成長速度は単調に減速し，本計算の時間内では

一定値に収束しなかった．2 次元計算の場合，溶質拡散が 2 次元方向のみに限定される

ため，3 次元計算の場合と比べてデンドライト先端前方の溶質拡散層が厚くなる．その

ため，2 次元計算における円形固相核からデンドライトへの形態変化は，3 次元の形態

変化よりも遅くなる．図 3.8 (a)に示す Case #1 において，強制対流方向に対して垂直な

[0 1 0], [0 1 0], [0 0 1], [0 0 1 ]方向に成長するデンドライト一次枝の成長速度が一致してい

る．また，上流側に成長するデンドライト一次枝の成長速度が最も速く，下流側に成長

する一次枝の成長速度が最も遅くなった．これは，デンドライト一次枝の優先成長方向

と強制対流方向が一致している場合の典型的な成長挙動である[104]．図 3.8 (b)に示す

Case #2 において，デンドライト先端の成長速度は[1 0 0], [0 1 0], [0 0 1] ([0 0 1 ]), [0 1 0],  

[ 1 0 0]の順に速かった．また，図 3.8 (c)に示す Case #3 において，デンドライト先端の成

長速度は[1 0 0] ([0 1 0]), [0 0 1] ([0 0 1 ]), [0 1 0] ([ 1 0 0])の順に速かった．この結果は，上流

方向とデンドライト一次枝の優先成長方向との方位差が小さいほどデンドライト一次

枝の成長速度が速くなることを示している． 

Table 3.3 Euler angles for ten different 3-D and 2-D simulations. 

Case Dimensions α [°] β [°] 

#1 3-D 0 0 

#2 3-D 22.5 0 

#3 3-D 45.0 0 

#4 3-D 22.5 45.0 

#5 3-D 45.0 45.0 

#6 2-D 0 0 

#7 2-D 11.3 0 

#8 2-D 22.5 0 

#9 2-D 33.8 0 

#10 2-D 45.0 0 
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 この知見を確認するため，表 3.3 に示す全てのデンドライト一次枝先端の時刻 1.3 ms

における成長速度 V を図 3.9 に示す．ここで，横軸には<1 0 0>優先成長方向と上流方向

の方位差 θ，縦軸には対流がない場合の同時刻のデンドライト一次枝成長速度 V0 に対

する比(V −V0)/V0 を示している．また，3 次元計算および 2 次元計算の結果に対する多

項式フィッティング曲線を図中に赤実線および黒破線でそれぞれ示す．なお，3 次元計

算のフィッティング曲線は β = 0º の場合の計算結果(Cases #1, #2, #3)のみを用いて算出

した．図 3.9(a)に示すように，(V −V0)/V0は 2 次元計算と 3 次元計算の両方とも θ の増加

に伴い単調に減少した．また，デンドライト一次枝の成長速度が最大となる θ = 0º のと

きの成長速度 Vmaxと最小となる θ = 180º のときの成長速度 Vminの差は 3 次元計算よりも

2 次元計算の方が大きく，2 次元計算の方が 3 次元計算よりも強く強制対流の影響を受

けることが分かった．一方，デンドライト一次枝が流れ方向に対して垂直に成長する θ 

= 90º の成長速度は対流が無い場合の成長速度とほぼ同じであった．この傾向は，純物

質のデンドライト成長計算[105]や過冷却溶液中において沈降しながら成長する等軸デ

ンドライトの実験観測[15]においても観察されている．図 3.9(a)中の 2 次元計算結果に

対するフィッティング曲線は 2 次元計算結果とよく一致している．一方で，3 次元計算

 

 

Fig.3.7 Dendrite morphologies and streamlines at t = 1.3 ms (= 275,000Δt = 1.0×104d0
2/Dl). 

The bottom figures of (a)–(e) are the views from the [0 0 1 ] direction of the dendrite. The circles 

show the dendrite tip positions without convection (U0 = 0). 
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では Case #4 と#5 (β = 45º)における[0 0 1] ([0 1 0])および[0 1 0] ([0 0 1 ])方向の一次枝の成

長速度の値が 3 次元計算結果に対するフィッティング曲線よりも僅かに大きくなって

いる．これは，図 3.7(d)，3.7(e)に示すように，それらの一次枝先端の上流側に他のデン

ドライト一次枝がなく，β = 0º の場合と異なり上流側から溶質濃度の高い溶液が流れて

こないためである． 

 デンドライト一次枝先端の曲率半径 R は R = a∇·n = a∇·(∇ϕ/|∇ϕ|)より計算する[185]．

ここで，n は固液界面における単位法線方向である．また，a は定数であり 2 次元計算

では a = 1，3 次元計算では a = 0.5 である．R の測定に必要な空間微分の計算には 4 次

精度中心差分を用いた．対流がない場合のデンドライト一次枝先端の曲率半径 R0は，ϕ

の空間微分から算出する上記の方法によって R0 = 0.441 μm (= 22.3d0)と算出された．図

3.7(a)に示す Case #1 の上流側に成長するデンドライト一次枝について，その先端曲率半

径は R = 0.422 μm (= 21.4d0)と算出された．R の値を用いて算出したデンドライト成長に

関するペクレ数 Peg = VR/(2Dl)と流速に関するペクレ数 Pef = U0R/(2Dl)はそれぞれ Peg = 

0.445, Pef = 0.141 と算出される．一方，対流がない場合，Pegは R0を用いて Peg0 = 0.406

と算出される．この結果より，Case #1 の上流側に成長するデンドライト一次枝の Pegは

対流がない場合の Peg0 よりも 9.6%大きくなることが分かった．これは純物質の 3 次元

 

 

Fig.3.8 Time evolutions of dendrite tip velocities: (a) Cases #1 and #6 (α = 0º, β = 0º), (b) Cases 

#2 and #8 (α = 22.5º, β = 0º), and (c) Cases #3 and #10 (α = 45º, β = 0º). The solid and dashed 

lines indicate the 3-D and 2-D results, respectively. 
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単一デンドライト成長に関するフェーズフィールド計算結果と同様の傾向を示してい

る[105-106]． 

 図 3.9(b)に，全計算結果の時刻 1.3 ms における各デンドライト一次枝先端の曲率半径

R を示している．図中において，3 次元計算結果(β = 0º)および 2 次元計算結果に対する

多項式フィッティング曲線をそれぞれ赤実線と黒破線で示す．図に示すように，先行研

究[105]の結果と同様に，θ = 0º の場合の先端曲率半径 R は R0よりも小さく，θ = 90º の

場合は R0とほぼ同じ値に，θ = 180º の場合には R0 よりも大きくなった．さらに，デン

ドライト一次枝が θ = 0º から θ = 30º へ傾くにつれて R が小さくなり，θ = 30º 近傍にお

いて最小値を取った．その後，デンドライト一次枝が θ = 30º から θ = 90º へ傾くにつれ

て R が単調に大きくなり，90º < θ < 150º の範囲において R/R0がほぼ 1 となった．最後

に，θ = 150º から θ = 180º の範囲において R は大きくなった．この傾向は 2 次元計算と

3 次元計算双方で観察された．また，図 3.9(a)に示す成長速度 V の結果と同様に，2 次

元計算においてデンドライト一次枝先端の曲率半径が変化する範囲は 3 次元計算の結

果よりも大きくなった． 

 

 

Fig.3.9 Relationships between the angle θ between the x-axis and the preferred growth direction 

and the relative differences in the (a) dendrite tip velocities V, (b) radii R, and (c) selection 

parameter values σ* without forced convection V0, R0, and σ0
* at t = 1.3 ms (= 275,000Δt = 

1.0×104d0
2/Dl). 
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 Selection parameter σ* = 2d0Dl /(VR2) [186]の変化を図 3.9(c)に示す．対流がない場合，σ*

は 3 次元計算では σ0
* = 0.11，2 次元計算では σ0

* = 0.22 と算出された．ここで，2 次元計

算の σ0
*は 3 次元計算の 2 倍の値になった．異なる異方性強度や液相と固相の溶質拡散

係数を用いて実施された先行研究の計算結果と本研究より得られた σ*の値を直接比較

することはできないため，先行研究の結果との定性的な比較を行う．Jeong らは，純物

質の 3 次元等軸デンドライト成長計算において，2 次元計算における σ*の値は 3 次元計

算の値よりも 7.09 倍大きくなると報告している[104]．2 次元計算における σ*の値が 3

次元計算よりも大きくなる傾向は本研究でも得られている．図 3.9(c)に示すように，2 次

元計算と 3 次元計算の両方で θ = 0º, 90º, 180º において(σ* − σ0
*)/σ0

*の値が 5%以下になっ

た．そのため，θ = 0º, 90º, 180º のとき，σ*は液相流動の影響をほとんど受けないと結論

付けた．それ以外の θ の範囲では，デンドライト先端形状の放物線形状からのずれが大

きくなるため，θ に依存して(σ* − σ0
*)/σ0

*の値が変化している．また，このとき，θ = 45º

と θ = 135º の近傍において(σ* − σ0
*)/σ0

*の値が極大値を取っている．本研究における(σ* − 

σ0
*)/σ0

*の値は 15%以下と先行研究[106]に比べて比較的小さく，σ*は θ によらずほぼ一定

であると見なせる． 

 

(4) デンドライト一次枝の傾き 

 デンドライト一次枝の優先成長方向と実際の成長方向との傾き角 Δθ および傾いた方

向を図 3.10 に矢印の大きさと向きでそれぞれ示している．図 3.10 に示すデンドライト

の形態は図 3.7 と同様である．図 3.10(a)に示すように，[1 0 0]および[ 1 0 0]方向に成長

 

 

Fig.3.10 Inclination direction (arrow direction) and inclination angle Δθ (arrow length and 

value) of actual growth direction from the preferred growth direction of the dendrite arms at t 

= 1.3 ms (= 275,000Δt = 1.0×104d0
2/Dl). 
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するデンドライト一次枝は優先成長方向に向かって成長した．一方，流れ方向に対して

垂直に成長する図 3.10(a)の[0 1 0], [0 1 0], [0 0 1], [0 0 1 ]および図 3.10(b)と 3.10(c)の   

[0 0 1], [0 0 1 ]方向に成長するデンドライト一次枝は全て上流側に 0.7º 傾いた．この結果

は，これらのデンドライト一次枝の成長挙動が上流側に存在するデンドライト一次枝の

影響を受けていないことを意味している．それ以外のデンドライト一次枝も上流側に傾

いたが，図 3.10(b)と 3.10(d)の[1 0 0]方向デンドライト一次枝のみわずかに下流側方向に

傾いた．この下流側に傾く現象は，図 3.10(g)の 2 次元計算における[1 0 0]方向デンドラ

イト一次枝においても観察された． 

 図 3.11 に全てのデンドライト一次枝の優先成長方向からの傾き角 Δθ をプロットし

た．Δθ の正と負はそれぞれ上流方向もしくは下流方向へのデンドライト一次枝の傾き

を示している．図中の赤実線および黒破線はそれぞれ 3 次元計算および 2 次元計算にお

 

 

Fig.3.11 Inclination angles Δθ of the actual growth direction from the preferred growth 

direction for all dendrites at t = 1.3 ms (= 275,000Δt = 1.0×104d0
2/Dl). 

 

 

Fig.3.12 Schematic images of contour lines of solute concentration around dendrite tip in the 

region of approximately 45º < θ < 135º (region A): (a) θ = ~ 70º, (b) θ = ~ 90º, and (c) θ = ~ 

120º. 
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ける Δθ のフィッティング曲線である．ここで，フィッティング曲線は 5 次多項式の最

小二乗法によって得られた．なお，3 次元計算のフィッティング曲線の算出には β = 0º

の結果のみを用いた．3 次元計算と 2 次元計算のフィッティング曲線は，2 つの極大値

と 2 つの極小値を取るほぼ同様の変化を示した． 

図 3.11に示すように，Δθについて 2次元と 3次元で同様の変化の傾向を示したため，

以降の議論は 2 次元計算の結果を用いて行う．図 3.11 に示す Δθ の変化の傾向は 45º < 

θ < 135º の範囲 A と θ < 45º と θ > 135º の範囲 B の 2 種類に大別できる．図 3.12 に範囲

A におけるデンドライト一次枝先端近傍の溶質濃度の等高線の概略を示す．液相の流動

が無い場合，溶質濃度の等高線は優先成長方向に対して線対称になる．一方で，強制対

流を伴う場合，溶質濃度の等高線は下流方向にずれ，デンドライト一次枝先端の上流側

において溶質濃度の空間勾配が大きく，下流側において小さくなる．その結果，デンド

ライト一次枝は図 3.12 において矢印で示すように上流側に傾いて成長する．優先成長

方向が上流側へ傾いた場合(図 3.12(a))，流れ方向と上流側のデンドライト先端近傍にお

ける溶質濃度の等高線が直交に近づく．この時，上流側のデンドライト先端近傍におい

て移流される溶質が増加し，上流側の一次枝先端近傍の溶質濃度勾配が大きくなる．そ

の結果，デンドライト一次枝先端が上流側に向かって成長しやすくなり，θ = 90º の場合

よりも Δθ が大きくなる．一方で，優先成長方向が下流側に傾いた場合(図 3.12(c))，流

れ方向と上流側のデンドライト先端近傍における溶質濃度の等高線が平行に近づく．こ

の時，上流側の溶質濃度勾配は小さくなり，θ = 90º の場合よりも Δθ が小さくなる．次

に，範囲 B に関して考察を行う．ここで，θ < 45º の範囲において Δθ が極小値を取る理

由と θ > 135º において極大値を取る理由は同じであると考えられる．図 3.13 に範囲 B

におけるデンドライト一次枝先端近傍の流線の概略を示す．θ < 45º と θ > 135º の両方の

場合において，デンドライト先端付近によどみ点が生じる．よどみ点が発生する側のデ

ンドライト先端近傍の溶質濃度勾配は，発生しない側の溶質濃度勾配よりも小さくなる．

その結果，上流方向および下流方向に成長するデンドライト一次枝は両方ともよどみ点

 

 

Fig.3.13 Schematic images of flow lines around dendrite tip in the regions (a) θ < 45º and (b) 

θ > 135º (region B). 
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のない側へと傾く．この時，上流方向に成長するデンドライト一次枝(θ < 45º)は下流方

向に傾き(Δθ < 0º)，下流方向に成長する一次枝(θ > 135º)は上流側に傾く(Δθ > 0º)．図 3.11

に示した傾き角の非線形変化は，デンドライト先端形状の放物線形状からのずれを大き

くし，デンドライト一次枝先端の曲率半径の非線形変化を引き起こしたと考えられる．

液相の流動が生じる場合において，デンドライト先端形状がどのように変化するかの詳

細な評価は今後の課題である． 

 

3.4.2 複数デンドライト成長 

 開発した大規模フェーズフィールド格子ボルツマン計算手法の可用性を評価するた

めに，強制対流下における複数デンドライト成長の大規模計算を実施した．無次元過飽

和度 u0 = −0.5，流速 U = (0, U0, 0)T の Al-3wt%Cu 溶液で満たされた Lx × Ly × Lz = 

61.44×123.04×61.44 μm3の計算領域を設定し，1,536×3,072×1,536 格子に分割した．ラン

 

 

Fig.3.14 Changes in the dendrite morphologies and streamlines during a simulation of multiple 

dendrite growth in forced convection. The number of meshes is 1,536×1,536×3,072, and 512 

GPUs are used. The computational time for 90,000 steps was about 17 h. 
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ダムな結晶方位を持つ 9 個の固相核を計算領域中央近傍にランダムに配置して計算を

開始する．なお，境界条件として，x 方向および z 方向の境界には ϕ，u，U について周

期境界を適用する．また，y 方向の境界条件に関して，ϕ，u は零ノイマン条件，U は y 

= 0 において流入条件(U = (0, U0, 0)T)，y = Lyにおいて流出条件(∂U/∂y = (0, 0, 0)T)をそれ

ぞれ適用する．また，界面幅は W0 = Δx/0.6，流入速度は U0 = 6 mm/s と設定した．計算

には 512 GPU を用い，90,000 time steps までの計算に 17 時間を要した． 

各時刻におけるデンドライト形態および流線を図 3.14 に示す．図より，開発手法を

用いて，強制対流下において複数のデンドライトが同時に成長する現実的な計算が実施

可能であることが確認できた．時刻 t = 30,000Δt においてデンドライトは相互に干渉す

ることなく成長している．しかしながら，時刻 t = 60,000Δt から 90,000Δt の範囲におい

てデンドライト同士の相互作用が生じている．また，デンドライト間において流速が上

昇する様子も観察できた．図 3.15 に時刻 t = 90,000Δt における yz 断面上の溶質濃度分

布を示す．図に示すように，上流側で溶質濃度勾配が小さく，下流側で大きくなる様子

が確認できる．また，隣接するデンドライトの間で溶質濃度が相互に干渉する様子も観

察できる．以上の結果により，本計算に要した計算コストは未だに高いものの，対流下

において複数のデンドライトが同時に成長する計算を大規模かつ高速に実施可能であ

ることを示すことができた． 

 

3.5 自然対流を伴う柱状デンドライト成長 

(1) 計算条件 

本節では，第 3 章 1 節に示した 3 次元フェーズフィールド格子ボルツマンモデルを自

然対流を伴う一方向凝固問題に拡張し，自然対流を伴う柱状デンドライト成長の評価を

行う．自然対流を伴う一方向凝固問題を取り扱うにあたり，式(3.1)のフェーズフィール

 

Fig.3.15 Dendrite morphologies and solute concentration on the yz-section at 90,000th step. 

 



第 3 章 液相流動を伴うデンドライト凝固計算   80 

ド方程式と式(3.3)の格子ボルツマン方程式はそれぞれ次式に拡張する．  
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ここで，式(3.10)は第 2 章において導出した一方向凝固問題に拡張したフェーズフィー

ルド方程式(式(2.26))である．式(3.11)は，式(3.3)の右辺に 1 次精度離散外力項 Fi = 3wiρci·F

を追加した式である．ここで，F は不均一な溶質濃度や温度によって生じる浮力であり，

次式で表される． 

 

    0 0 0

1

2
C TC C T T


  


        F g  （3.12） 

 

ここで，g は重力ベクトルであり，2 次元計算において g = (0, g)T，3 次元計算において

g = (0, 0, g)Tとする．また，ρ0は基準密度，T0は基準温度，C0は基準濃度，βCは溶質膨

 

Table 3.4 Material parameters and computational conditions. 

Parameter Variable Value Reference 

Initial concentration (at. frac.) C0 0.013  

Pulling velocity (μm/s) Vp 100  

Temperature gradient (K/mm) G 50  

Mesh size (μm) Δx 0.75  

Interface thickness (μm) W0 0.9375  

Time increment (s) Δt 9.375×10−6  

Melting temperature of pure Al (K) Tm 933.3 [162] 

Slope of liquidus line (K/at. frac.) m −620 [163] 

Diffusivity in liquid (m2/s) Dl 3.0×10−9 [164] 

Diffusivity in solid (m2/s) Ds 3.0×10−13 [164] 

Partition coefficient (-) k 0.14 [164] 

Gibbs–Thomson constant (Km) Γ 0.24×10−6 [165] 

Anisotropic strength (-) ε4 0.02  

Kinetic viscosity (m2/s) ν 1.0×10−8  

Solutal expansion coefficient (/at. frac.) βC −2 [187] 
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張係数，βTは熱膨張係数である．本節では，簡単のため熱による浮力は無視し，βT = 0

とする．それ以外の式については第 3 章 1 節に示す数値モデルと同様のものを用いる． 

 図3.16に2次元計算と3次元計算の計算領域を示す．2次元計算と3次元計算でそれぞれ

3.072 × 6.144 mm2および0.384 × 0.384 × 1.536 mm3の領域を4,096 × 8,192および512 × 512 

× 2,048の格子に分割する．2次元計算の場合はx方向に，3次元計算の場合はx方向とy方

向にそれぞれ周期境界条件を適用する．計算領域の上端と下端には，ϕとuについて零ノ

イマン境界条件を，Uについては滑りなし境界条件をそれぞれ適用する．材料物性には

Al-3wt%Cuを用い，計算領域底面における初期過冷却度u0をu0 = –0.3 (T = 922.39 K)と設

定する．2次元計算の開始時には10個の固相核を計算領域底面にランダムに配置した．

一方，3次元計算の開始時には，計算領域中央に1個の固相核を配置した．本計算では，

後述するg = −g0における3次元計算を除き，十分な数のデンドライトが広い領域内に生

成されるため，初期核配置の影響は小さいと考えられる．計算に用いる物性値および計

算パラメータを表3.4に示す．ここで，計算を安定かつ効率的に行うため，τLBMを1とし，

動粘性係数νに実験測定値[184]の1/30の値を用いた．一方向凝固において，温度勾配Gと

引抜速度VpはそれぞれG = 50 K/mmおよびVp = 100 μm/sと設定する．自然対流がデンド

ライト先端の過冷度に与える影響は小さいので，第2章の計算に用いた格子幅Δx = 0.75 

μmを本計算でも用いる．さらに，重力加速度は2次元計算においてg = −g0, −g0/5, −g0/10, 

−g0/20, −g0/30, 0, g0/30, g0/20, g0/10，3次元計算においてg = − g0, −g0/5, −g0/10, −g0/20, 0, 

g0/20, g0/10, g0/5, g0と変えて計算を行う．ここで，g0 = 9.80665 m/s2である．gの小さい範

 

 

Fig.3.16 Computational domains for 2D and 3D simulations. 
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囲において値を変化させているのは，実物性よりも小さい動粘性係数を用いた計算にお

いてレイリー数を調整するためである．Al-3wt%Cuの上向きの一方向凝固において，負

の重力は下降流を引き起こし，正の重力は上昇流を引き起こす．2次元計算と3次元計算

はそれぞれ複数GPU並列計算によって32 GPUと128 GPUを用いて実施された．計算実行

時間に関して，2次元計算では6 × 106 time stepsの計算に約55時間，3次元計算では1.5 × 

106 time stepsの計算に95時間要した． 

 

(2) デンドライト形態と流れの形態 

 図3.17に2次元計算における重力加速度がg = (a) −g0, (b) −g0/20, (c) 0, (d) g0/20, (e) g0/10の

場合の時刻4.5 × 106th step (t = 42.19 s)のデンドライト形態および液相の溶質濃度を示し

ている．図3.18に図3.17(b)と図3.17(d)に白枠で示すg = −g0/20, g0/20におけるデンドライト

先端付近の拡大図を示す．各gの値を用いた計算において得られた一次枝の数Npと平均

一次枝間隔λave，平均一次枝先端過冷度ΔTaveを表3.5に示す．対流がない場合(g = 0)の溶

質拡散のみの成長条件において，図3.17(c)に示すようにデンドライト一次枝の数は25本

になった．重力が下向きに作用する場合，図3.17(a), (b)および表3.5で見られるようにNp

はgが強くなるほど単調に減少した．Cuの濃度が高い液相は低い液相よりも重いため，

下向きのgは図3.18(a)に示すようにデンドライト先端前方に下降流を生じさせる．下降

流は，デンドライト先端近傍の溶質濃度の高い溶液を隣接する成長の遅れているデンド

ライト先端へと届けるため，淘汰が起こりやすくなる．その結果，gが強くなるほどデ

ンドライト一次枝間隔λが単調に増加した．さらに，gが下向きの場合，下降流は二次枝

の成長を促進した．この二次枝の成長促進は，一次枝間隔の増加と一次枝幹に沿った液

相流動によって引き起こされる．図3.17(d)のg = g0/20の場合においてNp = 32となり，gが

上向きの場合にλが減少する様子が見られた．gが上向きの場合，図3.18(b)に示すように 

 

 

Fig.3.17 Dendrite morphologies (black region with ϕ > 0) and solute concentration distributions 

in liquid (colored region) at 4.5×106th step (t = 42.19 s) for 2D simulations with g = (a) −g0, (b) 

−g0/20, (c) 0, (d) g0/20 and (e) g0/10. 
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Fig.3.18 Enlarged views of white rectangular regions (600×300 μm2) drawn in Fig. 1(b), (d) 

for g = (a) − g0/20 and (b) g0/20. Liquid flow patterns are indicated by white arrows. The 

maximum flow rates in these regions are 20.24 μm/s and 8.57 μm/s for (a) and (b), respectively. 

 

 

 

Fig.3.19 Changes in the y–direction component of flow velocity, Uy, along the horizontal lines 

with ny = 5571 and 5551, the grid point number in the y–direction which is five grids above the 

leading tip, for g = −g0/20 and g0/20, respectively. The display region in the x–direction 

corresponds to that in Fig. 3.18. 
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デンドライト先端近傍において上昇流が引き起こされた．図3.19にg = −g0/20とg = g0/20

の計算におけるデンドライト先端位置の5格子上(ny = 5,571, 5,551)を通る水平線上のy方

向流速Uyの分布を示す．ここで，図3.19の横軸の範囲は図3.18の拡大領域横幅に対応し

ている．水平線上の最大上昇流速と最大下降流速はg = −g0/20において18.1 μm/sと−16.6 

μm/s，g = g0/20において6.29 μm/sと−8.04 μm/sであり，g = −g0/20におけるデンドライト先

端前方の最大下降流速はg = g0/20における最大上昇流速の約3倍であった．図3.17(e)に示

すように上昇流が強くなると，流れが不安定になりフレッケル凝固欠陥が生じる様子が

確認できた．図3.17(e)のフレッケル欠陥は一次枝が淘汰された箇所から生じている．2

次元計算において見られたこれらの現象は，先行研究において報告された現象と酷似し

ている[102]． 

 図3.20に3次元計算におけるg = (a) −g0, (b) −g0/10, (c) 0, (d) g0/10, (e) g0の場合の時刻1.5 × 

106th step (t = 14.06 s)のデンドライト形態(ϕ = 0の等高面)と2つの領域境界面上における

溶質濃度分布をそれぞれ示している．各gの値を用いた計算で得られたNpとλave，ΔTaveを

表3.5に示す．図3.20(c)に示すg = 0の純拡散条件においてNp = 33であった．図3.20(a), (b)

に示すgが下向きの場合において，g = −g0/10ではNp = 29，g = −g0ではNp = 23まで一次枝

の数が減少した．この時，2次元計算と同様に，gが強いほど二次枝の成長が促進された．

図3.20(d)に示すg = g0/10の計算では，Npはg = 0の場合と同じであり，g = 0とg = g0/10の場

合のデンドライト形態に特に大きな違いは見られなかった．一方で，図3.20(e)に示す凝

固形態について，他の計算とは大きく異なる結果が得られた．図3.20(e)のg = g0の計算に

 

 

Fig.3.20 Dendrite morphologies (gray isosurface with ϕ = 0) and solute concentration 

distributions on the two boundaries at 1.5×106th step (t = 14.06 s) for 3D simulations. 
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おいて，デンドライト先端近傍の成長が不安定化し，上向きの柱状流れおよびフレッケ

ル凝固欠陥が計算領域の角部分に発生している．これと同様の傾向が図3.17(e)に示す2

次元計算でも見られた．ここで，図3.20(a)に示すデンドライト形態について初期核配置 

と計算領域サイズに強く影響を受けている様子が見られた．また，図3.20(e)において，

デンドライト先端前方に溜まった溶質濃度の高い溶液によってデンドライトの成長が

止められている．これは，計算領域サイズが成長挙動に影響を与えることを意味してい

る．一方，図3.20(b)—(d)の重力が0付近の計算では，デンドライト形態は初期核配置や計

 

Table 3.5 The number of primary arms Np (upper), the average primary arm spacing λave [μm] 

(middle) and the average tip undercooling ΔTave [K] (lower) at 4.5×106th step (t = 42.19 s) for 

2D and at 1.5×106th step (t = 14.06 s) for 3D simulations. 

  −g0 −g0/5 −g0/10 −g0/20 −g0/30 0 g0/30 g0/20 g0/10 g0/5 

2D Np 12 19 21 22 25 25 30 32 29  

 λave [μm] 256.0 161.7 146.3 139.6 122.9 122.9 102.4 96.0 105.9  

 ΔTave [K] 3.61 4.53 4.86 5.05 5.24 5.36 5.58 5.68 5.87  

3D Np 23 27 29 30  33  31 33 30 

 λave [μm] 90.8 82.2 78.8 76.9  73.8  75.9 73.2 76.5 

 ΔTave [K] 3.36 3.64 3.73 3.78  3.82  3.79 3.86 4.78 
 

 

 

Fig.3.21 Top views of the dendrite morphologies (gray isosurface with ϕ = 0) and the 

distributions of flow velocities in the z–direction, Uz, on the z–plane with nz = 1860 at 1.5×106th 

step (t = 14.06 s) for g = (a) − g0/20 and (b) g0/20. 
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算領域サイズに影響を受けていないように見える．図3.21にg = (a) −g0/20, (b) g0/20の計算

の時刻1.5 × 106th step (t = 14.06 s)における上面図をそれぞれ示す．ここで，図中の色は，

デンドライト先端位置から5格子上のx-y平面(nz = 1860)上のz方向流速Uzの分布を示す．

図3.21(a)の下向き重力g = −g0/20の場合において，デンドライト間に複数の孤立した上昇

流領域が見られた．下降流領域はデンドライト先端上方に位置しており，上昇流領域を

取り囲むにように配置されている．また，上昇流領域が生じる位置のデンドライト間隔

は下降流が生じる領域におけるデンドライト間隔よりも広くなっている．図3.21(b)の上

向き重力g = g0/20の場合において，図3.21(a)で見られる流速分布と正負反対の流速形態

が得られた．図3.21(b)の流速分布はラメラ状の形態を示した．ここで，図中において見

られる孤立した下降流領域の形態は図3.21(a)の上昇流領域の場合とわずかに異なる．x-

y平面上のUzの最大上昇流速および最大下降流速は図3.21(a)のg = −g0/20において5.19 

μm/sと–2.51 μm/s，図3.21(b)のg = g0/20において2.13 μm/sと–5.06 μm/sであった．これら

の3次元計算における最大上昇流速と最大下降流速は2次元計算の場合と比べて小さい．

これは，2次元と3次元におけるデンドライト近傍の濃度差によると考えられる． 

 

 

 

 

Fig.3.22 Variations in the number of primary arms, Np. 
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(3) 一次枝間隔 

 図3.22と図3.23に一次枝の数Npと平均一次枝間隔λaveの時間変化を示す．3次元計算に

おいて，一次枝間隔λは第2章4節1項と同様にボロノイ分割を用いて算出する．両図にお

いて，(a), (b)は2次元計算の結果を，(c), (d)は3次元計算の結果をそれぞれ示す．また，

(a), (c)が下降流に，(b), (d)が上昇流にそれぞれ対応する．これらの図より，2次元計算に

おいて不安定な上昇流が生じる場合を除き，定常成長状態を達成している様子が確認で

きる．一方で，3次元計算においては定常成長状態を達成できていない．2次元計算の時

刻4.5×106th step (t = 42.19 s)と3次元計算の時刻1.5×106th step (t = 14.06 s)におけるNpとλave，

ΔTaveの値を表3.5にまとめている． 

 図3.22(a), (c)に示す下降流の場合の2次元計算と3次元計算の両方で，Npの値は計算開

始時に最大値を取り，gが強いほど計算最終時刻におけるNpの値がほぼ単調に小さくな

る様子が確認できた．図3.22(a)と図3.23(a)に示す2次元計算の結果より，gが強いほど早

い時刻に定常成長状態を達成している．これは，2次元計算において下降流がデンドラ

イト成長を安定させるように作用することを示している．図3.22(c)に示す3次元計算で

は，gが強いほど計算開始直後に見られるNpの最大値は小さくなっている．なお，gの変

 

 

Fig.3.23 Variations in the average primary arm spacing, λave. In the 3D simulations, the primary 

arm spacing was computed by using Voronoi tessellation. 
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化によるNpの最大値の変化域は，2次元計算の場合よりも小さい．図3.22(a)の2次元計算

では，Npが最大のピークを取った後の時間変化について，gの値ごとに大きな違いは見

られなかった．また，図3.22(c)と図3.23(c)の3次元計算の結果では，g = −g0の場合のみ，

計算初期においてNpが急激に減少した後，Npとλaveが長時間変化しない区間が見られた．

この区間において，デンドライトは図3.20に示すような計算領域中央と角にデンドライ

トが配置されない不規則な配列のまま成長を続けている． 

 図3.22(b), (d)と図3.23(b), (d)に示す上昇流の場合の結果では，2次元計算の場合はg = 

g0/10以上，3次元計算の場合はg = g0/5以上のgの値においてデンドライトの成長が不安

定化する．不安定な上昇流が生じるgの範囲において，図3.17(e)と図3.20(e)に示すような

上向きの柱状流れが水平方向に移動することでNpとλaveの振動が生じている．2次元計算

のデンドライトが安定に成長するgの範囲において，gが強いほど定常成長状態における

Npの値は大きくなり，λaveの値は小さくなった．一方で，3次元計算の安定成長を示すgの

範囲においては，図3.22(d)と図3.23(d)に示すように自然対流による影響がほとんど見ら

れない． 

 図3.24に一次枝間隔λの標準偏差Sλと平均値λaveの比Sλ/λaveの時間変化を示す．2次元計算

 

 

Fig.3.24 Variations of the ratio Sλ/λave of the standard deviation of primary arm spacing, Sλ, to 

the average primary arm spacing, λave. 
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においてデンドライトが安定に成長するgの範囲では，図3.24(a), (b)に示すように，g = 0

の純拡散条件の計算と比べて自然対流を伴う場合の最終時刻近傍におけるSλ/λaveの値が

小さくなる．これは，2次元計算において自然対流は一次枝間隔が均一になるように作

用することを意味している．一方で，上昇流と下降流の場合双方でSλ/λaveの変化の傾向

は異なる．図3.24(a)に示す下降流の場合，gが強くなるほど計算初期にSλ/λaveが大きなピ

ークを取り，その後，逆にgが弱くなるほどSλ/λaveが早く減少する．この時，最終時刻近

傍におけるSλ/λaveの値はgの値に応じた単調な変化にはならなかった．Sλ/λaveの値はg = 

−g0/20とg = −g0/10において最小となり，g = −g0の場合のSλ/λaveの値がg = 0の場合の値より

もわずかに大きくかつ最大となった．一方で，図3.24(b)の上昇流の結果では，g = g0/10

の不安定なgの範囲における計算結果を除き，gが強くなるほどSλ/λaveの値が減少してい

る．図3.24(c)に示す3次元計算の下降流の結果では，gが強くなるほどSλ/λaveの値が大きく

なった．これは，3次元計算における下降流はデンドライト配列を定常化させるが，そ

れは一次枝間隔を均一にするようには作用しないことを意味している．また，図3.24(d)

の3次元計算の安定な上昇流の範囲では，gが強くなるほどSλ/λaveの値が僅かに小さくな

るが，この変化はほぼ無視できる程度に小さい． 

 2次元計算の時刻4.5×106th step (t = 42.19 s)と3次元計算の時刻1.5×106th step (t = 14.06 s)

における平均一次枝間隔λaveについて，gの値に対する変化を図3.25に示している．なお，

図中において，横軸と縦軸はそれぞれg0とg = 0の場合の平均一次枝間隔λ0を用いて正規

化している．また，誤差範囲として±Sλ/λaveの範囲を示している．前述のように，2次元計

算ではg/g0 ≥ 1/10，3次元計算ではg/g0 ≥ 1/5の範囲において上昇流が不安定なデンドライ

 

 

Fig.3.25 Variations in the ratio λave/λ0 with error bar of standard deviation,±Sλ/λ0, as a function 

of the gravity g/g0 at 4.5×106th step (t = 42.19 s) for the 2D case and 1.5×106th step (t=14.06 s) 

for the 3D case, where λ0 is the value of λave for g = 0. λ0 = 122.9 μm and 73.84 μm for the 2D 

and 3D cases, respectively. 
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ト成長を引き起こした．不安定成長を示すgの範囲を除いて，2次元計算の場合では，g

が小さいほどλave/λ0の値は単調に増加した．3次元計算の場合では，gが正の範囲におい

てはλave/λ0の値はほぼ一定であり，負の範囲ではgが小さいほどλave/λ0が単調に増加した．

gに対するλave/λ0の依存性は3次元計算よりも2次元計算の方が顕著に確認でき，一方向凝

固中の重力の影響は3次元計算よりも2次元計算において強くなると結論付けられる． 

 

3.6 デンドライト樹間の透過率評価計算 

マクロ偏析の予測計算[188-191]において，凝固中の固液共存領域における流動は透過率

を用いて決定される．透過率はデンドライト樹間領域のような多孔質構造内の液相の流れ

易さの指標として用いられる．透過率 K はダルシー則より次式で与えられる． 

 

 1
P


  U K  （3.13） 

 

ここで， P は平均圧力勾配，U は平均流速，μ = ρυ は粘性係数である．本節では，開

発した大規模計算手法を応用して，第 2 章 4 節 1 項に示すフェーズフィールド凝固計算

より得られた柱状デンドライト凝固組織内部の流体の透過率を高精度に評価する手法

を構築する． 

 柱状デンドライト樹間の透過率評価手順は以下の通りである．まず，デンドライト成

長計算より得られた凝固組織のフェーズフィールド分布を用いて，領域内に一定の圧力

勾配下を与えた際の液相内の定常流れ時の流速を計算する．ここで，凝固組織内の流れ

場の計算には次式の格子ボルツマン方程式を用いる． 

 

           
1

, , , , , ,eq

i i i i i i i

LBM

f t t t f t f t f t G t t E t t


            x c x x x x x  （3.14） 

 

この式は，第 3 章 1 節の式(3.3)に圧力勾配 P によって生じる外力をモデル化した 1 次

精度離散外力項 Ei = 3wiρci· P を加えた式である．式(3.14)の計算により得られた定常流

れ時の圧力勾配方向の平均流速U を算出し，ダルシー則に基づき圧力勾配方向の透過率 

K = −μU /| P |を計算する． 

 本計算手法の利点は次の通りである．まず，フェーズフィールド凝固計算によって，滑ら

かな固液界面で表現された詳細な凝固組織の形態情報が得られる．また，複雑な凝固組織形

態を空間で離散化したフェーズフィールド変数の分布を用いて表現しているため，フェー

ズフィールド計算に用いた計算格子をそのまま流体計算に使うことが可能であり流体計算

のために特別に計算格子を用意する必要がない．さらに，流体計算において領域内に均等な

圧力勾配を作用させるため，本手法では周期構造および周期境界を用いた計算が可能であ
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る．これは，本研究において示す x 方向や y 方向の透過率だけでなく，異方性を有する凝固

組織に対して任意の方向の透過率評価が可能であることを意味する． 

 

(1) 妥当性評価 

 開発手法の妥当性評価のため，周期的に配列された円柱間の垂直方向流れに関する透

過率評価を行う．図 3.26 に算出した透過率を固相率 fS = VV/V の関数として示す．ここ

で V と VVはそれぞれ計算領域体積と固相体積である．図中に(a)四角形配列と(b)正六角

形配列の円柱についての結果をそれぞれ示す．計算には四角形配列と正六角形配列につ

いてそれぞれ 126Δx × 126Δx と 126Δx × 220Δx の 2 次元計算領域を用いた．固体円柱を

表現する ϕ の分布は平衡分布より ϕ(r) = −tanh((r − R)/( 2 W0)) とした．ここで，r は円

柱中心からの距離，R は円柱半径であり，界面幅 W0 は Δx/W0= 0.8 とした．空間を Δx，

時間を Δt，密度を ρlで無次元化した圧力勾配 1×10−5を x 方向と y 方向にそれぞれ与え

て周期境界条件の下，流体計算を行った．比較のため，Edwards ら[192]と Sangani ら[193]

による結果も図 3.26に示す．透過率は計算領域面積 Aで無次元化した値を示している．

図 3.26 に示すように，本計算より得られた結果は Edwards ら[192]と Sangani ら[193]の

結果とよく一致しており，開発した透過率予測手法の妥当性を確認できた．一方で，fS

が増加するのに伴い，四角形配列では fS ≥ 0.7，正六角形配列では fS ≥ 0.8 の範囲におい

て，結果の不一致が見られた．これは，fSが大きい場合に隣接する円柱同士の拡散界面

 

 

Fig.3.26 Variations of dimensionless permeability as a function of solid fraction fS for (a) square 

and (b) regular hexagonal array of cylinders. Upper-right figures inserted in (a) and (b) are the 

computational domains, where the black and white regions indicate liquid and solid, 

respectively. Only for the highest fS, Kx/A for double and four times resolutions are shown. 



第 3 章 液相流動を伴うデンドライト凝固計算   92 

が相互に干渉することで生じた問題である．本透過率評価における空間解像度は，後述

する凝固組織に対する透過率評価において用いられた空間解像度に準じて設定した．よ

り高い空間解像度を用いればより高精度な結果が得られる．2 倍および 4 倍の空間解像

度を用いて実施した fS = 0.75 における四角形配列および fS = 0.85 における正六角形配列

の透過率評価結果をそれぞれ図 3.26 に示す．図より，高い空間解像度を用いるほど，算

出した無次元透過率 K/A の値が正しい値に近づくことが分かる．また，fSが小さい領域

においても計算結果が僅かにずれる様子が見られる．この領域において，本計算におけ

るレイノルズ数 Re は比較的大きく約 10 程度であるのに対して，Edwards らと Sangani

らの結果は Re = 0 として算出されているのが誤差の原因である． 

 

(2) 複数デンドライト/セルで構成される柱状凝固組織 

 開発した透過率評価手法を用いて，単結晶の複数デンドライト/セルで構成された柱

状凝固組織に対する垂直方向流れの透過率を評価する．ここで，評価対象として，第 2

章 4 節 1 項において実施した単結晶一方向凝固計算より得られた組織構造を用いる．  

 第 2 章 4 節 1 項において，単結晶の大規模一方向凝固計算を実施し，デンドライト構

造とセル構造の両方で六角形配列が支配的な配列であると結論付けた．この計算におい

て，デンドライト形態からセル形態までの評価を行うために，引抜速度 Vp = 100 μm/s の

下，異なる 6 種類の温度勾配 G = 5, 10, 20, 50, 100, 200 K/mm が用いられた．各計算は 1

×107 steps (t = 267.9 s)までの計算を G = 5 K/mm において 1,536×1,536×1,024 格子

(1.151×1.151×0.768 mm3) ， G = 10, 20, 50, 100, 200 K/mm において 1,0243 格子

(0.767×0.767×0.768 mm3)の広い領域を用いて実施された．ここでは，G = 5, 10, 20, 50, 100 

K/mm のデンドライト/セル構造の成長方向に対して垂直な方向の流れの透過率評価を

行う．各一方向凝固計算の結果より，G = 5 K/mm では 1,536×1,536×512 格子，G = 10, 20 

K/mm では 1,024×1,024×512 格子，G = 50, 100 K/mm では 1,024×1,024×612 格子の範囲の

フェーズフィールド分布を固液共存領域として抜き出す．その後，抜き出した領域に対

して，無次元圧力勾配 1×10−5 を x 方向に設定し，定常流れ状態を達成するまで格子ボ

ルツマン方程式を解く．境界条件として x 方向と y 方向に周期境界条件を適用し，z 方

向に滑り条件を適用する． 

 図 3.27 に一方向凝固計算の時刻 1 × 107th time step における結果から抜き出した固液

共存領域の上面図および側面図を示す．図 3.27(a)に示すように G = 5 K/mm においては

明らかなデンドライト構造が観察された．また，G の増加に伴いデンドライト形態から

セル形態へと遷移する様子も確認できる．図 3.28 に図 3.27 の凝固組織に対して行った

格子ボルツマン計算の結果を示す．ここで，G が小さいほど流速が速く，領域上部にお

ける流れが真っ直ぐになる様子が見られた．これは，G が小さいほど一次枝間隔が広く

なるからである． 
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 図 3.29 に計算領域内の z 位置ごとの固相率 fS，固液界面の表面積 ASL，x 方向透過率

Kxの変化をそれぞれ示す．これらの値は各 z 方向格子点位置における厚さ 1 格子分の x-

y 平面内の値として算出する．このとき，多数の一次枝が成長する大規模計算の結果を

用いているため，各 z 方向位置における高さ方向 1 格子分の平均流速をそのまま透過率

評価に用いることができる．固相率 fS = VS/V の算出に必要な固相の体積 VSは ϕ ≥ 0 の格

子点数から算出される．固液界面の表面積 ASLは複雑な凝固組織構造を特徴付ける積分

 

 

Fig.3.27 Top and side views of the mushy zone extracted from the simulation results in section 

2.3. Note that the domain size is different: (a) 1.151 × 1.151 × 0.383 mm3 (1536 × 1536 × 512 

grid points), (b) (c) 0.767 × 0.767 × 0.383 mm3 (1024 × 1024 × 512 grid points), and (d) (e) 

0.767 × 0.767 × 0.458 mm3 (1024 × 1024 × 612 grid points). 

 

 

Fig.3.28 Top view of the steady-state flow pattern, indicated by the streamlines and the 

magnitude of flow velocity (color), computed by the lattice Boltzmann simulation for the 

solidification morphologies shown in Fig. 3.27. 



第 3 章 液相流動を伴うデンドライト凝固計算   94 

量の一つであり，本研究では ASL = ∫(1− ϕ2)dV/(2 2 W0)と算出する．ここで，図 3.29(b) 

に示す ASLの値は，G = 5 K/mm の場合のみ，x 方向，y 方向の計算領域サイズの違いを

補正するために算出した ASLの値に 1,0242/1,5362を掛けている．図 3.29 中の黒線および

色線はそれぞれ一方向凝固計算の時刻 2 × 106th step (53.57 s)と 1 × 107th step (267.86 s)に

おける組織形態に対する結果をそれぞれ示している．表 3.6 に時刻 2 × 106th step (53.57 s)

と 1 × 107th step (267.86 s)における一次枝の数およびボロノイ分割した際の各多面体の

数を示している．表 3.6 より，時刻 2 × 106th step (53.57 s)と 1 × 107th step (267.86 s)にお

いて，各多面体の数は異なるが一次枝の数はほぼ同じであることが確認できる．また，

時刻 1 × 107th step において六角形が最も多く，それ以外の多面体についてはそのほと

んどがほぼ同数の五角形と七角形である．これは，一定数の一次枝が成長し続ける条件 

において一次枝の配列が徐々に六角形配列を取ることを意味している．図 3.29 より，

時刻 2 × 106th step (53.57 s)と 1 × 107th step (267.86 s)の異なる一次枝配列の条件の下，ほ

ぼ同じ fS, ASL, Kxの分布が得られることが確認できる．図 3.29(a)より，fSは一次枝先端位

置付近において線形に変化している．また，図 3.29(b)と図 3.29(c)に示すように，この範

囲において ASLと Kxも線形かつ急激に変化する様子が見られた．このとき，一次枝幹の

垂直断面積はデンドライト形態よりもセル形態の方が一次枝先端位置から離れるにつ

れて急激に増加する．また，G が大きいほど一次枝の数が増える．そのため，G が大き

くなるほど一次枝先端近傍における fS, ASL, Kx の絶対値の勾配が増加した．一次枝先端

近傍以降の範囲において，fS, ASL, Kx の絶対値の勾配の値は全ての G の値において減少

した．G = 10, 20 K/mm のデンドライト構造において，fSと ASLに二次枝に起因した振動

が見られる．一方で，この振動幅は単一デンドライトを評価した場合と比べてかなり小

 

 

Fig.3.29 Variations of (a) solid fraction fS, (b) solid-liquid interface area ASL, and (c) 

permeability Kx from top to bottom in the z-direction of the simulation domain. The black and 

colored curves indicate the results at 2×106th (53.57 s) and 1×107th (267.86 s) steps, respectively, 

in the directional solidification simulations. Note that, only for G = 5 K/mm, the values in (b) 

are reduced by a factor of 1,0242/1,5362 due to the different computational domain size. 
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さい．これは，大規模計算によって複数のデンドライトから構成される凝固組織を取り

扱うことで，振動が平均化されたためである．図 3.29(b)に示すように，G = 100 K/mm

の場合のみ，一次枝先端位置からおよそ 250 µm 離れた位置よりセルが粗大化し隣接粒

と結合することで ASLが減少する様子が見られた．図 3.29(c)に示すように，G が大きい 

ほど透過率が減少している．この傾向は，図 3.28 に示すように G が大きいほど一次枝

の数が増加し液相の流速が減少することからも見て取れる．図 3.29(c)に示すように，大

規模計算によって多数の一次枝からなる凝固組織を取り扱ったことで，全ての G につ

 

Table 3.6 Number of primary arms and Voronoi cells at 2 × 106th and 1 × 107th steps in the 

directional solidification simulations. Summation of the number of quadrilaterals, pentagons, 

hexagons, heptagons, and octagons should be equal to the number of all Voronoi cells. The 

primary arm spacing λ computed by Voronoi tessellation is also indicated. 

G [K/mm] Step Primary arm Voronoi cell Quadriateral Pentagon Hexagon Heptagon Octagon λ [μm] 

5  2×106th 50 50 0 11 28 11 0 180.4 

 1×107th 51 51 0 12 27 12 0 176.8 

10  2×106th 37 37 1 7 21 7 1 138.3 

 1×107th 37 37 0 6 25 6 0 137.9 

20  2×106th 61 61 0 15 32 13 1 107.2 

 1×107th 60 60 0 11 38 11 0 107.8 

50  2×106th 120 120 0 32 59 26 3 76.9 

 1×107th 120 120 0 19 82 19 0 76.3 

100  2×106th 200 200 0 44 114 40 2 59.3 

 1×107th 200 200 0 26 148 26 0 58.9 
 

 

 

Fig.3.30 Variations of dimensionless permeability (a) Kx/λ2, (b) KxSV
2, and (c) KxSs

2 as a function 

of solid fraction fS. The black and colored curves indicate the results at 2 × 106th (53.57 s) and 

1 × 107th (267.86 s) steps, respectively, in the directional solidification simulations. 
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いて滑らかな透過率の変化が見られる．図 3.28 と図 3.29(c)には x 方向流れの結果のみ

を示しているが， y 方向流れについても流体計算を実施した．このとき，x 方向と y 方

向でほぼ同じ透過率が得られたため，以降は x 方向流れに対する結果のみを示す． 

 図 3.30 に無次元透過率を固相率 fS の関数として示す．ここで，透過率の無次元化に

は一次枝間隔 λ，界面積密度 SV，比界面積 SSをそれぞれ用いる．図 3.30(a)において，一

次枝間隔 λ には表 3.6 に示すボロノイ分割より求めた値を用いる．SVと SSは凝固組織形

態を特徴付ける積分量であり[116]，それぞれ SV = ASL/V および SS = ASL/VS = SV/fSと定義

される．図中の色は図 3.29 において用いた色と同じ色を用いた．また，比較のために図

3.30 中に正六角形配列と四角形配列の円柱周りの無次元透過率も示している．図 3.30(a)

より，G = 100 K/mm における無次元透過率の変化は正六角形配列の円柱の無次元透過

率と良く似た変化挙動を示した．これは，G = 100 K/mm の組織形態がセルで構成され

た六角形配列が支配的な構造を取っているためである．一方で，fSの小さい範囲におい

て両結果に乖離が見られた．これは，円柱構造と異なりセル形態の場合には一次枝先端

近傍において放物線形状を取るためである．さらに，fSの大きい領域においてもセル同

士が結合し六角形配列が不完全になることで円柱の結果からの乖離が生じている．図

3.30(a)では，G の値が小さいほど Kx/λ2 が減少し，それぞれ円柱の結果から下側にずれ

るように推移している．図 3.30(b)において，全ての G の値に関する KxSV
2の曲線は正六

角形配列の円柱の結果とほぼ同様の変化の傾向を示した．しかしながら，両結果には一

部差異が見られる．一方，図 3.30(c)に示す全ての G の値に関する KxSS
2の曲線は正六角

形の円柱の結果と良好に一致することが確認できた．SS
2 = (SV

2/fS
2)のため，KxSS

2と KxSV
2

の違いは fSが小さい場合において顕著になる．図 3.30(b)において fS < 0.5 の範囲で複数

デンドライト/セルと正六角形配列の円柱との結果の間に差が見られるが，図 3.30(b)に

おいて見られるこの差は図 3.30(c)においては比較的小さくなっている．これにより，正

六角形配列の円柱周りの垂直方向流れにおける KxSS
2 を用いて，柱状凝固組織の垂直方

向流れ時の KxSS
2を表現できることが分かった． 

 

3.7 結言 

 本章では，3 次元バルク材料内におけるデンドライト成長に対して対流が与える影響

を系統的に評価可能な，液相流動下における二元合金凝固のための 3 次元大規模フェー

ズフィールド格子ボルツマン計算手法の開発を行った．また，開発手法を用いることで，

1,0243格子を用いた 3 × 105 time steps までの大規模フェーズフィールド格子ボルツマン

計算を，256 GPU を用いて約 8 時間で計算完了することを確認した．これはデンドライ

ト成長に対流が及ぼす影響の系統的な評価を行うにあたって実用的な計算時間である．

その後，強制対流下において成長する 3 次元等軸デンドライトが対流方向から傾いた方

向に優先成長方向を持つ場合の成長挙動を詳細に評価した．そこで，上流方向に成長す

るデンドライト一次枝の成長速度は対流がない場合と比べて加速し，下流方向の一次枝
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の成長速度は減速することを確認した．この時，上流方向の一次枝成長速度の加速した

割合は下流方向の減速した割合よりも大きかった．さらに，デンドライト一次枝の優先

成長方向と上流方向とのなす角度が 0° から 180°の範囲で大きくなるほど，一次枝先端

の成長速度が単調に減速するを明らかにした．また，デンドライト一次枝の実際の成長

方向と優先成長方向との角度差も，優先成長方向と上流方向とのなす角度の変化に伴っ

て特徴的な変化を示すことを確認した．この変化は，デンドライト一次枝の成長方向に

応じた一次枝近傍の流れ場の変化やそれに伴う一次枝先端形状の変化によって引き起

こされる． 

次に，1,536×1,536×3,072 の数値格子を用いた世界最大規模の強制対流下における複数

等軸デンドライト成長計算を実施し，開発手法を用いることで対流下における複数デン

ドライトの相互作用を表現可能であることを示した．自然対流が二元合金の一方向凝固

において形成される 3 次元デンドライト凝固組織に与える影響の評価を行った．この評

価において，同一の合金系，一定の温度勾配と引抜速度の下，重力の値を系統的に変え

た二元合金の一方向凝固計算を行った．その結果，3 次元計算では，下降流が生じる場

合，下向きの重力が強くなるほど平均一次枝間隔が広くなることが分かった．さらに，

下降流が二次枝の成長を促進する様子が確認できた．上昇流は，デンドライトが安定に

成長する条件ではデンドライト形態にほとんど影響を及ぼさなかった．また，上向き重

力が一定値以上の場合において，柱状上昇流を伴う不安定なデンドライト成長が観察さ

れ，フレッケル凝固欠陥の生成が確認された．重力によって引き起こされる自然対流の

影響は，2 次元計算よりも 3 次元計算の方が小さくなることが分かった．これは，3 次

元計算の方が 2 次元計算よりも自然対流の流速が小さくなるためである．3 次元計算に

おいて，下降流が生じることで一次枝配列の安定化が早まることが分かった．この時，

下降流は一次枝間隔を均一にするようには作用しなかった． 

最後に，フェーズフィールド法と格子ボルツマン法の大規模計算による固液共存領域

内の流体の透過率評価手法を構築した．また，構築手法を用いて，複数のデンドライト

/セルから構成される柱状凝固組織の透過率評価を行った．この時，複数のデンドライト

/セルから構成される柱状凝固組織の組織形態や透過率に関する特徴量について，大規

模計算結果より成長方向に沿った滑らかな分布を得ることができた．評価の結果，複数

のデンドライト/セルから構成される柱状凝固組織に対して垂直な流れの透過率は，一

次枝の本数が一定の場合，一次枝の配列に依存しないことが分かった．また，複数のデ

ンドライト/セルから構成された柱状凝固組織の比界面積を用いた無次元透過率は，正

六角形配列の円柱回りの流れの透過率とよく一致することが分かった．この結果により，

正六角形配列の円柱に関する比界面積を用いた無次元透過率によって，柱状凝固組織に

対して垂直方向の流れの無次元透過率を高精度に予測可能であることが分かった．これ

は，比界面積が既知の場合，透過率も既知になることを意味する．本研究より得られた

新たな知見は，複数の GPU を用いた大規模計算によって初めて明らかになった． 
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4. 液相流動と熱・溶質の移流拡散を伴う凝固計算の高速化 

重力下における合金凝固において，自然対流は温度や溶質濃度の不均一分布によって

必然的に発生する．近年の X 線を用いた二元合金一方向凝固のその場観察において，

自然対流のデンドライト成長過程に与える影響が直接観察されている[35]．一方で，こ

のような凝固過程において生じる現象の詳細を明らかにするためには，実験観察だけで

なく，固液相変態，温度，溶質濃度，液相流動の時間発展を同時に考慮した数値計算に

よる相補的な評価が重要である．しかしながら，数値計算において，非等温凝固におけ

る熱拡散方程式を解く場合，熱と溶質の拡散速度の違いから一般的に溶質拡散を表現す

るために必要な時間解像度の 100～1,000 倍の時間解像度を必要とする．そのため，フ

ェーズフィールド法を用いた自然対流を伴うデンドライト成長計算に関する先行研究

は，等温条件[194]や連続冷却[103]，frozen temperature approximation [102]などの熱拡散

方程式を解く必要のない仮定を設けて実施されている．本研究では，固液相変態，熱・

溶質の移流拡散，液相流動を全て考慮したマルチフィジックス凝固現象を大規模に計算

可能な手法を構築する．計算には，非等温二元合金凝固のための定量的フェーズフィー

ルドモデル[67]と液相流動を表現するための格子ボルツマンモデルを連成したモデル

を用い，場ごとに異なる格子幅および時間増分を用いる複数時間増分法と複数格子法

[127]を適用することで特に計算コストの高い熱拡散と液相流動の計算を効率化する．

また，複数 GPU 並列計算により計算の大規模化および高速化を図る．構築した手法を

用いて，計算性能評価および熱溶質対流を伴う複数デンドライト成長計算を実施し，構

築手法の有用性を示す． 

 

4.1 数値モデル 

 本章では，熱と溶質の移流拡散と液相流動を伴うデンドライト成長に着目する．ここ

で，デンドライト成長は希薄二元合金の非等温凝固のための定量的フェーズフィールド

モデル[67]を用いて表現する．フェーズフィールド変数 ϕ は固相において ϕ = +1，液相

において ϕ = −1 と定義する．ϕ の時間発展方程式は次式で表される． 
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  （4.1）  

 

ここで，τ はフェーズフィールド緩和時間，W は界面幅であり，それぞれ τ = τ0as
2 およ

び W = W0asで表される．ξ(u)は ξ(u) = Le−1 + [1+(1−k)u]M で表される．ここで，Le はル

イス数であり，熱拡散係数 DTと液相の溶質拡散係数 Dlを用いて Le = DT/Dlと与えられ

る．また，M は熱毛管長 d0 と化学的毛管長 ds の比であり M = d0/ds と与えられる．     

as(∇ϕ)は立方晶の界面異方性関数であり式(4.2)で与えられる． 
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 （4.2） 

 

ここで，ε4は異方性強度である．f’と g’はそれぞれ f’ = −ϕ+ϕ3および g’ = (1−ϕ2)2と与え

る．λ は駆動力の係数である． 

 無次元温度 θ は θ = (T − T0)/(L/cp)と定義する．ここで，T は温度，T0は基準温度，L は

単位体積当たりの潜熱，cpは単位体積当たりの比熱をそれぞれ示している．θ の時間発

展方程式は式(4.3)で表される． 

 

 2 1
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TD

t t

 
 
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U  （4.3） 

 

ここで，U は液相の流速ベクトルを示している．式(4.3)右辺第 2 項は固液相変態に伴い

放出される潜熱による温度変化を表現している． 

 無次元溶質濃度 u は u = (Cl − Cl
e)/(Cl

e − Cs
e)と定義する．ここで，Clと Csはそれぞれ液

相と固相の溶質濃度であり，Cl
e と Cs

e は温度 T0 における液相と固相の平衡溶質濃度を

示している．このとき，溶質の希薄な溶液を仮定すると，k = Cs
e/Cl

e = Cs/Clの関係が成

立する．なお，k は分配係数である．固液界面における溶質濃度 C は C = [ (1− ϕ)Cl +(1+ 

ϕ)Cs]/2 と表現される．u の時間発展方程式は式(4.4)で表現される． 
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 （4.4） 

 

ここで，Ds は固相の溶質拡散係数，J はデンドライトの高次枝を生成するためのノ

イズ項である[161]．また，q(ϕ) = [kDs +Dl +(kDs −Dl )ϕ]/(2Dl)は固液界面における溶質拡散

係数の補間関数である．さらに，JAT は antitrapping 流束項[67]であり，次式で与えられ

る． 
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 格子ボルツマン方程式は次式で表現される． 
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ここで，fi(x, t)は位置 x，時刻 t において i 番目の離散速度方向に速度 ciで移動する粒子

分布関数である．また，τLBMは格子ボルツマン緩和時間を示している．液相の密度 ρ と

流速 U はそれぞれ次式より算出される． 
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ここで，Q は離散速度方向の数を示している．平衡分布関数 fi
eqは次式で与えられる． 
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ここで，wiは重み関数，c = Δx/Δt は格子速度である．また，Δx と Δt は格子幅および時

間増分である．さらに，F はブシネスク近似を適用した浮力であり，次式で表される． 
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ここで，g は重力ベクトル，ρ0は初期溶質濃度 C0，温度 T0の時の液相の密度である．ま

た，βc と βT はそれぞれ溶質および熱の膨張係数を示している．G は固液界面における

散逸抗力[83]であり，式(4.11)で表される． 
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ここで，ν は動粘性係数，h = 2.757 は無次元定数[83]である． 

 式(4.1), (4.3), (4.4)の時間発展方程式は有限差分法を用いて計算する．時間微分の計算

には 1 次精度風上差分を用いる．また，式(4.1)の拡散項のラプラシアンは第 1 および第

2 近接格子点 19 点を用いた等方性の離散化[120]を用いて計算し，式(4.3)と式(4.4)の拡

散項のラプラシアンは 2 次精度中心差分法を用いて計算する．式(4.3)と式(4.4)の移流項

は 5 次精度の weighted essentially non-oscillatory (WENO) [180-181]を用いて計算する．式

(4.6)の格子ボルツマン方程式の計算には第 3 章の図 3.1 に示した 3 次元 19 速度モデル

を用いる． 

 

4.2 計算手法 

4.2.1 複数格子および時間増分法 

 式(4.1)，式(4.3)，式(4.4)を有限差分法によって陽的かつ安定に計算するための時間増

分の条件は．拡散方程式に関するフォン・ノイマンの安定性解析よりそれぞれ Δt ≤ 

τ0ξ(u0)Δx2/(6W0
2), Δt ≤ Δx2/(6DT), Δt ≤ Δx2/(6Dl)となる．また，格子ボルツマン方程式の時

間増分は Δt = (τLBM – 0.5)Δx2/(3ν)と与えられる．表 4.1 に本章の計算に用いるモデル材料

SCN-3.0wt%acetone の物性値を示す．ここで，流体計算を安定かつ高速に実施するため，

τLBMの値を 1 とし動粘性係数のみ実験で測定された値[195]の約 1/50 の値を用いる．表 

4.1 に示す材料物性を用いた場合の時間増分 Δt と格子幅 Δx の関係を，3 種の異なる格

子幅についてそれぞれ表 4.2 に示す．このとき，各場の時間増分は大きい値から順に Δt1 

(Eq. (4.1)) > Δt2 (Eq. (4.4)) > Δt3 (Eq. (4.6)) > Δt4 (Eq. (4.3))と並べられる．表 4.2 より，本計

算に用いる物性値の場合，時間増分はそれぞれ Δt2/Δt1 ≈ 10-2, Δt3/Δt1 ≈ 10-3, Δt4/Δt1 ≈ 10-4

となることが分かった．そのため，本章の数値モデルを用いたデンドライト成長計算で

は，各場に異なる時間増分を用いることで計算を効率化することが出来る．本研究で開

発したコードは各場にそれぞれ異なる格子幅を用いて計算することが可能である．一方

で，各場の格子幅の設定には，界面幅の範囲に各格子最低 1 点の格子点が含まれる必要

があること，格子ボルツマン計算における動粘性係数 ν が Δt と Δx の組合せによって ν 

= (2τLBM − 1)Δx2/(6Δt)と決定されることの 2 点が制約になる．また，第 3 章に示した液相

流動を伴う等温二元合金凝固のための 3 次元フェーズフィールド格子ボルツマン計算

において，格子ボルツマン方程式を解く場合の計算時間は解かない場合の約 4 倍になる

ことが確認された．これは，格子ボルツマン方程式を解くための計算コストがフェーズ

フィールドおよび溶質の時間発展方程式を解くための計算コストよりも 3 倍程度大き

いことを示している．さらに，熱拡散係数 DTは溶質拡散係数 Dlよりも約 100 倍大きい

ため，熱拡散方程式を解くためには溶質拡散方程式を解く場合よりも極めて小さい時間

増分を用いる必要がある．それらの点を考慮して，本章の計算では，図 4.1 に示すよう

に式(4.1), (4.3), (4.4), (4.6)を解く際に 3 種類の格子幅 Δxp, Δxf, Δxθ と 2 種類の時間増分

Δtp, Δtθを用いる．ここで，格子幅に関しては，Δxpは式(4.1)と式(4.4)，Δxfは式(4.6)，Δxθ
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は式(4.3)を解く際にそれぞれ用いる．また，時間増分に関しては，Δtpは式(4.1), (4.4), (4.6)，

Δtθは式(4.3)を解く際に用いる．簡単化のため，Δtpは Δtθの整数倍とする．また，Δxp, Δxf,, 

Δxθはそれぞれ Li = NpiΔxp = NθiΔxθ = NfiΔxfの関係式を制約として設定される．ここで，Li

は i 方向(i = x, y, z)の計算領域幅であり，整数 Npi, Nθi, Nfiはそれぞれフェーズフィールド 

 

 

Fig.4.1 Schematic representations of the multiple mesh and time step method. In this study, (b) 

three different meshes and (c) two different time increments are set. 

 

Table 4.1 Material parameters of SCN-3.0 wt.% acetone 

Property Symbol Value Reference 

Melting point of SCN (K) Tm 331.233 [196] 

Gibbs–Thomson coefficient (K∙μm) Γ 6.62 × 10−2 [19] 

Strength of anisotropy ε4 0.02  

Thermal diffusivity (μm2/s) DT 1.134 × 105 [19] 

Solute diffusivity in the liquid (μm2/s) Dl 1.27 × 103 [197] 

Solute diffusivity in the solid (μm2/s) Ds 1.27 × 10−1  

Unit supercooling (K)  L/cp 23.13 [19] 

Liquidus slope (K/mol frac.) m −216 [197] 

Partition coefficient k 0.103 [197] 

Dynamic viscosity (cm2/s) ν 1.21 × 10-4   

Thermal expansion factor (1/K) βT 7.91 × 10-4 [198] 

Solute expansion factor (1/wt.%) βc 2.32 × 10-3 [198] 
 

 

Table 4.2 Relations between mesh size Δx and time increment Δt for the material parameters shown 

in Table 4.1. 

 Δx = 0.25 µm Δx = 0.50 µm Δx = 1.00 µm 

Δt1 = τ0ξ(u0)Δx2/(6W0
2) in Eq. (4.1) 2.340 × 10−4 s 1.872 × 10−3 s 1.497 × 10−2 s 

Δt2 = Δx2/(6Dl) in Eq. (4.4) 8.202 × 10−6 s 3.280 × 10−5 s 1.312 × 10−4 s 

Δt3 = (2τLBM − 1)Δx2/(6ν) in Eq. (4.6) 8.587 × 10−7 s 3.435 × 10−6 s 1.374 × 10−5 s 

Δt4 = Δx2/(6DT) in Eq. (4.3) 9.185 × 10−8 s 3.674 × 10−7 s 1.469 × 10−6 s 
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変数，温度場，流れ場の計算のための i 方向格子点数を示している．このとき，Npi, Nθi, 

Nfi はそれぞれ後述する複数 GPU 並列計算における i 方向の領域分割数の整数倍である

必要がある．異なる格子間における物理データの補間には 1 次精度補間を用いる． 

 

 4.2.2 複数 GPU 並列計算 

 複数の GPU を用いた並列計算によって大規模な 3 次元計算を実現する．3 次元計算

領域は 2 次元方向に分割し，分割した領域それぞれに GPU を 1 基割り当てて計算を行

う．各計算ステップの開始時には，分割領域境界のデータを隣接する領域同士で交換す

ることにより分割領域袖のデータを補完する．このとき，各場に異なる格子幅を用いて

いるため，場毎にデータの転送量が異なる．本章の計算は，東京工業大学の GPU スー

パーコンピュータTSUBAME3.0を用いて実施する．TSUBAME3.0はNVIDIA社のGPU，

Tesla P100 を 2160 基搭載した GPU メインのスーパーコンピュータである．計算コード

は，C/C++言語をベースとして，GPU 計算部分を Compute Unified Device Architecture 

(CUDA)を用いて記述した．また，分割領域境界データの交換のためのノード間通信に

は OpenMPI を用いた． 

 

4.3 計算性能評価 

熱・溶質対流を伴うデンドライト成長を十分な精度で計算可能な格子幅ΔxθおよびΔxf

の評価を行う．ここで，その他の計算パラメータとして Δxp = 0.25 μm, W0 = Δxp/0.6 = 

0.417 μm, τ0 = 0. 0110 s, τLBM = 1 を用いる．Δtpは，流体計算を解く場合には Δtp = (τLBM – 

0.5)Δxf
2/(3ν)，解かない場合には Δtp = Δxp

2/(7Dl)より算出する．また，Δtθは Δtθ =Δtp/n と

設定する．ここで，n は関係式 Δtθ ≤ Δxθ
2/(7DT)を満足する最小の整数である．まず，単

一 GPU 計算による対流がない場合の単一デンドライト成長計算によって格子幅 Δxθ の

評価を行う．初めに C0 = 3.0 wt%，T0 = 321.02 K の過冷却溶液で満たされた 2563Δxp
3 (= 

643 μm3)の計算領域を設定し，半径 R = 6Δxpの固相核を 1 個原点位置 x = (0, 0, 0)Tに配置

する．また，境界条件として，全ての場，全ての境界に零ノイマン条件を適用する．Δxθ

の評価のため，Δxθ/Δxp = 1, 2, 4 の異なる 3 種類の格子幅を用いて，時刻 t = 0.63 s まで計

算を行った．それらの計算において，−0.8 < ϕeq < 0.8 の範囲のフェーズフィールド界面

幅は，フェーズフィールドの平衡分布 ϕeq = −tanh(r/( 2 W0))より約 5.2Δxpと算出される．

そのため，Δxθ は平衡界面幅を超えないように設定した．計算の結果を図 4.2 に示す．

図 4.2(a)に時刻 t = 0.63 s における Δxθ/Δxp = 4 の場合のデンドライト形態を ϕ = 0 の等高

面として示す．さらに，x-z 平面上の温度場の分布と x-y 平面上の溶質濃度場の分布をそ

れぞれ図中に示す．また，Δxθ/Δxp = 1 の場合と Δxθ/Δxp = 4 の場合の y-z 平面上の固液界

面形態を図 4.2(b)にそれぞれ黒および赤の実線で示す．図より，2 つの固液界面形態が

良好に一致している様子が確認できる．Δxθ/Δxp = 1, 2, 4 を用いた場合の計算の実行時間

を図 4.2(c)に示している．ここで，Δtθは Δxθ/Δxp = 1, 2, 4 の場合において，それぞれ Δtθ 
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= Δtp/89, Δtp/22, Δtp/5 とした．図 4.2(c)に示すように，Δxθ/Δxp = 4 を用いた場合の計算に

おいて，Δxθ/Δxp = 1 の場合の約 10.4 倍の高速化が得られた．以上の結果に基づき，以降

の計算では，Δxθは Δxθ = 4Δxp = 1.00 μm と設定する． 

次に，単一 GPU 計算により強制対流下における単一デンドライト成長計算を行い，

格子幅 Δxfを評価した．始めに C0 = 3.0 wt%，T0 = 321.02 K の過冷却溶液で満たされた

256Δxp × 256Δxp × 512Δxp
 = 64 × 64 × 128 μm3の計算領域を設定し，半径 R = 6Δxpの固相

核を 1 個，位置 x = (0, 256Δxp, 0)Tに配置する．境界条件として，左側の境界に流入境界

条件(ϕ = −1, θ = θ0, u = u0, U = (0, 200µm/s, 0)T)を，右側の境界に流出境界条件(ϕ/y = 0, 

θ/y = 0, u/y = 0, U/y = (0, 0, 0)T)をそれぞれ適用する．その他の境界には，U につい

ては滑り境界条件を，ϕ, θ, u については零ノイマン境界条件をそれぞれ適用する．評価

計算は Δxf/Δxp = 1, 1.5, 2, 2.5 を用いて時刻 0.34 s まで行った．ここで，Δxf/Δxp = 2.5 を用

いた場合，固液界面において抗力が発散し計算に失敗した．図 4.3(a)に時刻 t = 0.34 s に

おける Δxf/Δxp = 2 の場合のデンドライト形態，x-z 平面上の温度場の分布，x-y 平面上の

 

 

Fig.4.2 Evaluation of Δxθ though the single dendrite growth simulation without convection. (a) The 

dendrite morphology, the distribution of temperature on the x-z plane, and the distribution of solute 

concentration on the x-y plane where Δxθ/Δxp = 4 at t = 0.63 s. (b) Solid–liquid interfaces (ϕ = 0) at 

Δxθ/Δxp = 1 and Δxθ/Δxp = 4. (c) The relationship between the mesh size and execution time of the 

simulations where Δxθ/Δxp = 1, 2, and 4. 
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溶質濃度場の分布をそれぞれ示す．さらに，液相の流速を白矢印で図中に示している．

また，図 4.3(b)に同時刻における Δxf/Δxp = 1 の場合と Δxf/Δxp = 2 の場合の y-z 平面上の

固液界面形態をそれぞれ黒および赤の実線で示している．この時，図より両方の線が良

好に一致していることが確認できる．Δxf/Δxp = 1, 1.5, 2 を用いた場合の計算実行時間を

図 4.3(c)に示す．Δxf/Δxp = 1, 1.5, 2 を用いた計算では，Δtpをそれぞれ Δtp = Δtθ, 2Δtθ, 3Δtθ

とした．このとき，Δxf/Δxp = 2 の計算において，Δxf/Δxp = 1 の計算と比べて約 11.6 倍の

計算高速化を達成した．以上の結果より，以降の計算では，Δxfを Δxf = 2Δxp = 0.50 μm

と設定する．Δxf = Δxpと Δxθ = 4Δxpを用いた計算では，Δxθ = Δxpを用いた場合に適用さ

れる時間増分よりも 16 倍大きな時間増分を用いることが出来る．そのため，複数時間

増分法と複数格子法を適用することによって，全ての場に同じ時間増分と格子幅を用い

た場合の計算よりも約 100 倍計算を高速化できることが分かった． 

 複数時間増分法および複数格子法を適用した 3 次元非等温二元合金凝固フェーズフ

 

 

Fig.4.3 Evaluation of Δxf though the single dendrite growth simulations with convection. (a) The 

dendrite morphology, the distribution of temperature on the x-z plane, and the distribution of solute 

concentration on the x-y plane where Δxf/Δxp = 2 at t = 0.34 s. (b) Solid–liquid interfaces (ϕ = 0) at 

Δxf/Δxp = 1 and Δxf/Δxp = 2. (c) The relationship between the mesh size and the execution time of 

the simulations where Δxf/Δxp = 1, 1.5, and 2. 
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ィールド格子ボルツマンモデルの複数 GPU 並列計算手法の並列性能を評価するために，

強スケーリング評価と弱スケーリング評価を行う．それらの評価は，格子幅について Δxθ 

= 4Δxpと Δxf = 2Δxpを用いて実施する．この時，計算性能を評価する指標として，デー

タの入出力時間を除く 200Δtθ 当りの計算実行時間を用いる．強スケーリング評価にお

いて，全計算領域を(512Δxp)3および(1,024Δxp)3と固定し，4～256 GPU の範囲で GPU 数

を変えて計算性能を評価した．図 4.4(a)に強スケーリング評価の結果を示す．図中にお

いて，横軸は計算に用いた GPU 数を，縦軸は計算実行時間をそれぞれ示す．ここで，

計算領域が(512Δxp)3 の場合には 4～32 GPU の範囲において計算実行時間が線形に減少

し，(1,024Δxp)3の場合には 32～256 GPU の範囲で線形に減少した．これらの計算実行時

間の線形な減少が見られた範囲において，GPU 数を増やすことで線形に計算を高速化

できることを確認した．次に，弱スケーリング評価のため，GPU 数の増加により計算領

域を拡張した場合の計算性能を測定した．この時，各 GPU の受け持つ計算格子点数は

(256Δxp)3および(384Δxp)3とした．図 4.4(b)に弱スケーリング評価の結果を示す．図より，

4～256 GPU の範囲において計算実行時間がほぼ一定であり，今回評価した範囲におい

て GPU 数を増やすことで計算領域を効率的に拡張可能であることが確認できた．強ス

ケーリング評価および弱スケーリング評価の両結果より，開発した並列 GPU 計算コー

ドによって，複数時間増分法および複数格子法を適用した 3 次元デンドライト成長計算

の高速化および大規模化を達成できることを確認した． 

 最後に，熱溶質対流を伴う 3 次元一方向凝固計算を行い，開発手法の可用性を示す．

計算領域を 256Δxp × 1,536Δxp × 2,048Δxp
 = 64 × 384 × 512 μm3と設定し，C0 = 3.0 wt%の

過冷却溶液で満たす．z 軸に沿った温度勾配を与えるために領域内の初期温度を T|t = 0 = 

T0 + Gz と設定し，上下の境界にそれぞれ境界条件 T|z = 2048Δxp = T0 + G(2048Δxp− Vpt)およ

び T|z = 0 = T0 − GVpt を適用した．なお，温度勾配 G および引抜速度 Vpはそれぞれ G = 

10 K/mm，Vp = 30 μm/s と設定した．その他の z 方向境界条件として，ϕ と u には零ノイ 

 

 

Fig.4.4 Parallel performance of the phase-field lattice Boltzmann simulation. The results of (a) 

strong and (b) weak scaling tests with Δxθ = 4Δxp and Δxf = 2Δxp. 
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マン境界条件を，U には滑りなし条件をそれぞれ適用した．また，y 方向境界条件とし

て全ての場に周期境界条件を，x 方向境界条件として ϕ, θ, u には零ノイマン境界条件，

U には滑りなし条件をそれぞれ適用した．熱溶質対流を促進するため，g は g = (0, 0, 

−g0/10)Tと設定した．なお，g0 = 9.81 m/s2である．計算開始時に，半径 R = 6Δxpの半球

状の固相核を 3 個，それぞれ位置 x = (128Δxp, 161Δxp, 0)T, (128Δxp, 539Δxp, 0)T, (128Δxp, 

1,229Δxp, 0)Tに配置する．計算は時刻 t = 6,139,750Δtθ = 7.03 s まで行う．図 4.5 にデンド

ライト形態および計算領域中央を通る y-z 平面上の溶質濃度場と温度場の分布をそれぞ

れ示す．図 4.5 より，液相から固相に排出された溶媒よりも比重の軽い溶質が浮力によ

って上昇流を発生させる様子が確認できた．この計算では，64 GPU を用いて計算を行

い，計算の完了に約 86 時間を要した．本計算は凝固の初期段階で終了しているものの，

フェーズフィールド計算のための格子点数が 8 億格子点を超える大規模な計算に成功

しており，今後，様々な凝固条件においてバルク内部の 3 次元デンドライト成長に対す

る熱[125]や液相流動[199]の影響を評価する際に本研究において開発した計算手法が強

力なツールに成り得ることを示すことが出来た． 

 

4.4 結言 

複数 GPU 並列計算と複数時間増分法および複数格子法を組み合わせることで，熱・

溶質対流を伴うデンドライト成長のための 3 次元フェーズフィールド格子ボルツマン

計算の高速化を達成した．複数時間増分法と複数格子法の適用によって，全ての場に同

 

Fig.4.5 Time slices of the dendrite morphologies, the distributions of solute concentration and 

temperature, and flow velocity on the y-z plane through the center of the domain in the 3D 

simulation of directional solidification with thermosolutal convection. 
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じ格子幅と時間増分を用いた場合の計算よりも約 100 倍の高速化を達成した．さらに，

複数時間増分法と複数格子法を実装した複数 GPU 並列計算によって，計算に用いる

GPU 数を増やすことで良好な計算高速化および計算規模の拡張を達成できることを確

認した．最後に，開発手法が 3 次元バルク材料内部において熱や液相流動がデンドライ

ト形態に与える影響を評価する上で有用な計算ツールになることを示した． 
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5. 液相中を運動するデンドライトの凝固計算 

凝固中の等軸晶形成過程において生じる等軸デンドライトの運動はマクロ偏析や凝

固組織形態に強く影響する[5]．本章では，固体の運動が凝固組織の形成過程に与える影

響を評価可能とするために，液相中を運動しながら成長するデンドライトの大規模計算

法を構築する．まず，単一デンドライトの長距離落下中の成長挙動評価を可能とするため，

計算領域移動法を適用した GPU 計算コードを開発する．その後，開発手法を用いて 2 次元

問題における単一等軸デンドライトの長距離沈降計算を実施し，落下によるデンドライト

成長挙動の変化を評価する．さらに，多数の等軸デンドライトの運動を伴う等軸晶形成過

程を大規模に再現可能な計算手法を開発する．この時，多数のデンドライトを表現するのに

必要な複数フェーズフィールド変数の取り扱いを active parameter tracking 法[200-201]を用い

て効率化する．また，複数 GPU 並列計算を適用することで計算の大規模化と高速化を図る．

最後に，開発手法を用いて，多数のデンドライトが計算領域上端から降り注ぎながら堆

積して等軸晶を形成するシャワーリング計算を行い，得られた等軸晶形態から実装した

計算モデルにおけるデンドライト同士の衝突・結合モデルの妥当性を検証する． 

 

5.1 単一デンドライト成長の数値モデル 

重力下における等温過冷却溶液中の 2 次元二元合金デンドライト凝固を計算対象と

する．このとき，計算モデルとして Rojas らのフェーズフィールド格子ボルツマンモデ

ル[109, 202]を用いる．計算に GPU を用いた並列計算を適用することで計算の高速化を

図る．さらに，デンドライト成長計算と流体計算に異なる格子幅の格子を用いる複数格

子法を用いて計算の効率化を行う． 

フェーズフィールド格子ボルツマンモデルにおいて，デンドライト成長は希薄二元合

金凝固のための定量的フェーズフィールドモデル[66]を用いて表現する．固液界面の時

間発展は次式のフェーズフィールド方程式を解くことで表現する． 

  

 
 

22 *

,

s

r x y

W
W W f g u

t r r


    



    
                     

U    （5.1）  

 

ここで，ϕ はフェーズフィールド変数であり，ϕ = +1 のとき固相，ϕ = −1 のとき液相を

示す．τ はフェーズフィールド緩和時間，W は界面幅であり，それぞれ τ = τ0as
2 および

W = W0asで表される．as(∇ϕ)は立方晶の界面異方性を表現するための異方性関数であり

次式で表される． 
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ここで，ε4 は異方性強度を表している．式(5.2)中の はデンドライト結晶の[100]と

[010]方向に対応する座標( ,x y )における ϕ の空間勾配であり，x-y 平面上で反時計回り

に θ 回転する回転行列 R(θ)を用いて     R  と表す．λ*は熱力学的駆動力の係数

である．式(5.1)中の Us は各位置における固相の運動速度であり，式(5.1)の左辺第 2 項

の ϕ の移流項によってデンドライトの運動を表現する． 

無次元溶質濃度 u は u = (Cl − Cl
e)/(Cl

e − Cs
e)と定義する．ここで，Clと Csはそれぞれ液

相および固相の溶質濃度であり，Cl
eと Cs

eはそれぞれ液相および固相の平衡溶質濃度で

ある．溶質濃度 C は混合則より，C = [ (1 + ϕ)Cl +(1 − ϕ) Cs]/2 と定義する．u の時間発展

方程式は次式で表される． 
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 （5.3） 

 

ここで，k は分配係数であり，希薄溶体近似により k = Cs/Cl = Cs
e/Cl

eで与えられる[63]．

Dlと Dsは液相及び固相の溶質拡散係数である．また，q(ϕ) = [kDs + Dl + (kDs − Dl )ϕ]/(2Dl)

は補間関数である．JATは anti-trapping 流束項[66]であり，次式で表される． 
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式(5.3)中のJ はデンドライトの高次枝を発生させるためのノイズ項[161]である． 

 液相流動は次式の格子ボルツマン方程式を用いて表現する[179]．  

 

         
1

, , , , ,eq

i i i i i i

LBM

f t t t f t f t f t G t t


          x c x x x x  （5.5） 

 

ここで，x と t はそれぞれ位置と時刻を示しており，fiは i 番目の離散速度方向の粒子分

布関数，τLBMは格子ボルツマン緩和時間である．液相の密度 ρ および流速 U はそれぞれ

次式で表される． 
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ここで，Q は離散速度の数である．本研究では 2 次元 9 速度(D2Q9)モデルを用いる．fi
eq

は平衡分布関数であり次式で表される[183]．  
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ここで，c = Δx/Δt は格子速度である．なお，Δx と Δt は格子幅および時間増分である．

ci と wi はそれぞれ離散粒子速度と重み関数である．Gi は固液界面近傍における抗力を

表現する 2 次精度離散外力項であり，次式で表される． 
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ここで，G は固液界面近傍の散逸抗力分布[83]であり，次式で表される． 
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ここで，h = 2.757 は無次元定数[83]，ν = (τLBM − 0.5)Δx2/(3Δt)は動粘性係数である． 

デンドライトの運動は次の運動方程式を解くことで表現する． 

 

 Td
M

dt


U
F  （5.11） 

 
d

dt


ω
I T  （5.12） 

 

ここで，M は固相の質量，I は慣性モーメントテンソルである．また，UTは固相の並進

速度，ωは固相の回転速度である．F は固相に作用する力であり，固液界面における抗

力と固液密度比に起因した浮力の総和として求められる． 
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ここで，Ω は固液界面領域を示しており，g は重力ベクトル，ΔV = Δx3は 1 格子分の体

積である．T は固相に作用するトルクであり，次式で表される． 

 

     ,t V


    
x

T x X G x  （5.14） 

 

ここで，X は固相の重心位置を示している．固相の各位置における運動速度 Us は次式

で表される． 

 

    ,s Tt    U x U ω x X  （5.15） 

 

 上記の時間発展方程式(式(5.1)，式(5.3)，式(5.11)，式(5.12))の 2 次元計算には有限差分

法を用いる．時間微分の離散化には一次精度風上差分を用いる．式(5.1)および式(5.3)中

の拡散項のラプラシアンの計算には，それぞれ第 1，第 2 近接格子点 9 点を用いた等方

性差分法[120]および 2 次精度中心差分法を用いる．式(5.1)および式(5.3)中の移流項の空

間微分の離散化には，5 次精度の weighted essentially non-oscillatory (WENO) [180-181]を

用いる． 

 

5.2 単一デンドライト成長の計算手法 

5.2.1 複数格子法 

 デンドライト成長のフェーズフィールド計算では，デンドライト先端の大きな曲率を

精度良く表現するために細かい計算格子が必要になる．このとき，デンドライト成長計

算において液相流動を考慮すると，計算コストはさらに大きくなる．第 3 章で実施した

3 次元フェーズフィールド格子ボルツマン計算において，その計算コストは液相流動を

解かない場合の計算と比べて約 4 倍大きくなる．計算コストを減らすために，本研究で

は複数格子法を用いる．ここでは，格子ボルツマン計算に用いる計算格子をフェーズフ

ィールド計算に用いる格子よりも粗くする．図 5.1(a)に複数格子法の概略を示す．図中

において，式(5.5)の格子ボルツマン方程式を計算するための格子幅 Δxf は，式(5.1)のフ

ェーズフィールド方程式および式(5.3)の溶質濃度の時間発展方程式を計算するための

格子幅 Δxpの 1.5 倍とした．異なる計算格子間におけるデータの補間には 1 次精度線形 
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補間を用いる． 

 

5.2.2 計算領域移動法 

デンドライトの長距離沈降を表現するために，計算領域移動法を実装した．概略を図

5.1(b)に示す．この手法において，計算領域は過冷却溶液中を沈降する等軸デンドライ

トに追従して移動する．これは，デンドライトの重心位置が計算領域の中心にほぼ固定

されることを意味している．なお，重力の向きは y 方向とする．後述の計算において，

デンドライトは重力方向である y 方向とほぼ平行に沈降するため，計算領域は y 方向に

のみ移動させる．デンドライトの重心位置が計算領域の中央から距離 ΔL を超えて y 方

向へ移動した時，以下の処理を行う．なお，計算領域を動かした後の ϕ, u, U, fiの分布は

それぞれ ϕ*, u*, U*, fi
*,で示す．計算領域上部 y ≤ L − ΔL において，計算領域の移動は  

ϕ*(x, y) = ϕ (x, y + ΔL), u*(x, y) = u (x, y + ΔL), U*(x, y) = U(x, y + ΔL), fi
*(x, y) = fi(x, y + ΔL)の

ように代入することで表現する．ここで，(x, y)座標の原点は左上端とし，y 軸の正方向

を下向きに設定する．計算領域下部 y > L − ΔL において，液相の流入を ϕ*(x, y) = −1,  

u*(x, y) = u0, U*(x, y) = (0, 0)T と表す．ここで，u0 は初期過飽和度であり，fi
*(x, y)は    

U*(x, y) = (0, 0)Tを用いて式(5.8)より算出される．本研究では，ΔL は ΔL = npΔxp= nfΔxfと

設定した．ここで，npと nfは関係式 npΔxp= nfΔxfを満足する最小の自然数である． 

 

5.3 円柱落下計算による妥当性評価 

 まず，開発した計算手法の妥当性を評価するため，無限長のチャンネル内を垂直に沈

降する単一円形粒子の計算を行う．次に，等温過冷却溶液中において沈降するデンドラ

イトの成長計算を実施する．それらの計算のために，表 5.1 に示す SCN-3.0wt% acetone

の物性値を用いる．単一緩和時間の格子ボルツマン計算では，τLBMの値が 1 から離れる

 

 

Fig.5.1 Schematics of (a) multi-level meshes and (b) operation of the moving-frame algorism 

when the dendrite moves more than ΔL along y-direction from the center of the computational 

domain. 
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と計算精度が顕著に悪化することが報告されている[203]．そのため，本研究では，格子

ボルツマン計算を安定かつ効率的に計算を行うために，τLBM = 1 とし動粘性係数 ν に実

験による測定値[195]の 1/10 の値を用いる．その他の計算パラメータは，| g | = 9.81 m/s2, 

τ0 = 4.365×10-3 s, W0 = Δxp/0.6 = 0.4167 μm, Δxp = 0.25 μm, Δt = 3.866×10-7 s と設定した．計

算は NVIDIA 社の GPU，Tesla P100 を用いて実施する．GPU 計算コードは Compute 

Unified Device Architecture (CUDA)を用いて記述した． 

無限長のチャンネル内を垂直に沈降する単一円形粒子の計算を行い，粒子の沈降速度

が一定値 Uc に収束したときの抗力係数 CD およびレイノルズ数 Re を評価する．計算条

件は文献[208]と同じである．計算条件を図 5.2 に示す．計算領域幅は x 方向と y 方向を

それぞれ W = 320Δxpおよび H = 1600Δxpとする．計算の開始時に，直径 D = 80Δxpの円

形粒子を位置(x, y) = (W/2, H/4)に配置する．計算中，計算領域は円形粒子の重心位置を

計算領域内の初期位置(x, y) = (W/2, H/4)に保つように y 方向に移動する．計算領域の右

側と左側には滑りなし条件を適用する．さらに，計算領域の下端および上端にはそれぞ

れ流入条件(U = (0, 0)T)および流出条件(∂U/∂y = (0, 0)T)を設定する．ここで，CDと Re は

それぞれ CD = π(ρs − ρl )D|g|/(2ρlUc
2)および Re = DUc/ν より与えられる．抗力係数とレイ

ノルズ数の関係を評価するために，異なる 4 種類の動粘性係数 ν = 6.063 × 10−4, 3.032 × 

10−5, 6.063 × 10−6, 3.032 × 10−7 cm2/s を用いてそれぞれ計算を行う．ここで，ν は Δt の値

を変えることで変更する．図 5.3 に CDと Re の関係を示す．図中において，格子幅の比

Δxf/Δxp = 1.0 および Δxf/Δxp = 1.5 を用いた場合に得られた計算結果をそれぞれ示してい

る．なお，Δxf/Δxp = 2.0 を用いた場合，固液界面において抗力が発散し計算に失敗した．

図 5.3 より，Δxf/Δxp = 1.0 および Δxf/Δxp = 1.5 を用いた場合の計算結果が互いに良好に一

致していることが確認できる．同じ動粘性係数の値を用いた計算において，Δxf/Δxp = 1.5

とした場合の計算の実行時間は Δxf/Δxp = 1.0 とした場合の約 4.3 倍高速化した．比較の

ために，Wachs らの計算結果[208]を図 5.3 中に黒実線で示す．1< Re < 10 の範囲におい

て，開発した手法により得られた計算結果は Wachs らの結果[208]と良好に一致した．

 

Table 5.1 Material properties of SCN-3.0wt. % acetone. 

Property Symbol Value Reference 

Melting point of SCN (K) Tm 331.233 [204] 

Gibbs–Thomson coefficient (K∙μm) Γ 6.525×10−2 [205] 

Strength of anisotropy ε4 0.02  

Solute diffusivity in the liquid (μm2/s) Dl 1.27×103 [206] 

Solute diffusivity in the solid (μm2/s) Ds 1.27×10−1 [207] 

Liquidus slope (K/mol frac.) m −216 [206] 

Partition coefficient k 0.103 [206] 

Ratio of solid-liquid density ρs/ρl 1.033 [198] 
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これにより，計算領域移動法を用いたフェーズフィールド格子ボルツマン計算により妥

当な結果が得られることを確認できた．さらに，1.0 ≤ Δxf/Δxp ≤ 1.5 の範囲において複数

格子法を用いて安定に計算を行えることが確認できた．次節の計算においては格子幅の 

 

 

Fig.5.2 Computational conditions for single circular particle settling in fluid. 

 

 

Fig.5.3 Relationship between Reynolds number, Re, and drag coefficient, CD, in circular 

particle settling. 
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比 Δxf/Δxp = 1.5 を用いる． 

 

5.4 沈降中の単一デンドライト成長 

過冷却溶液中を沈降する等軸デンドライトの成長計算を行う．計算領域サイズは x 方

向と y 方向をそれぞれ W × H = 3,072Δxp × 3,072Δxpと設定する．計算の開始時に，直径

D = 20Δxpの円形の固相核を，無次元過飽和度 u0 = − 0.15 の等温過冷却溶液で満たされ

た計算領域の中央に配置する．U の境界条件として，計算領域の左右の境界に流出条件

(∂U/∂x = (0, 0)T)を設定し，下端と上端の境界にそれぞれ流入条件(U = (0, 0)T)と流出条件

(∂U/∂y = (0, 0)T)を設定する．さらに，ϕ と u について全ての境界に零ノイマン境界条件

を適用する．4 種類の異なる初期結晶方位 θ0 = 0°, 15°, 30°, 45°を用いてそれぞれ計算を

行う．これらの計算はデンドライトの成長が境界の影響を受けるまで継続する．領域サ

イズ W × H = 3,072Δxp × 3,072Δxpにおいて計算可能な沈降時間を決定するため，θ0 = 0°

の場合の計算について，領域サイズ W × H = 8,192Δxp × 8,192Δxpを用いて同様の計算を

行い，デンドライトの沈降速度を比較した．その結果，時刻 1.88 s までは両計算におけ

る沈降速度の誤差が 5%以下を保つことが確認できた．この結果より，領域サイズ W × 

H = 3,072Δxp × 3,072Δxpにおいてデンドライトの沈降を時刻 t = 1.93 s まで評価すると決

定した．なお，この時刻は 5×106 time steps に対応する．これらの計算にかかる実行時間

はそれぞれ約 32 時間であった． 

図 5.4 に時刻 t = 0.28, 0.44, 0.58, 0.73, 0.97, 1.16, 1.35, 1.55, 1.74, 1.93 s における沈降す

る等軸デンドライトの形態を示す．また，同図中にデンドライトの重心位置の軌跡を黄

実線で示す．図 5.4 中に示す#1-#4 は 2 次元等軸デンドライトの 4 本の一次枝にそれぞ

れ割り当てられる．図 5.4 に示すように，デンドライトの長距離沈降を再現することに

成功した．ここで，時刻 t = 1.93 s における沈降距離は時刻 t = 1.93 s のデンドライトサ

イズの約 18 倍であり，計算領域縦幅 H の約 2.75 倍である．図 5.5 に θ0 = 0°と θ0 = 30°

の場合の時刻 t = 0.58, 1.16, 1.55, 1.93 s における溶質濃度分布を示している．また，同図

中に流速を白矢印で示している．図 5.5 において，デンドライト成長の間，固相から溶

質に放出された溶質がデンドライトの軌跡に沿って沈降方向後方に尾を引くように液

相中に残留する様子が確認できた．時刻 t = 1.93 s におけるデンドライトサイズは領域

サイズに比べてかなり小さいが，デンドライト成長がこの時点で既に境界の影響を受け

ることが事前の評価により分かっている．これはデンドライトの沈降によって引き起こ

された液相流動に起因している．図 5.6 に沈降速度およびデンドライトの重心位置の時

間変化を示す．なお，図中において，横軸は時刻を，左の縦軸は沈降速度を，右の縦軸

は重心位置をそれぞれ示す．図 5.6 に示すように，デンドライトの成長に伴う体積増加

によって，沈降速度は時間経過に伴い線形に加速した．この沈降速度の線形加速は，沈

降しながら成長する単一デンドライトの実験観察結果と同様の傾向を示している[15]． 

 図 5.7 にデンドライトの回転角度の時間変化を示す．また，各デンドライト一次枝#1-
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#4 の先端の成長速度の時間変化を図 5.8 に示す．θ0 = 0°の場合，ノイズに起因した右側

と左側のデンドライト一次枝(#1, #3)の長さの不均衡が生じることで時刻 t = 1.0 s からデ

ンドライトの回転が生じている．その後，一次枝#4 が傾くことで#4 に作用する抗力が 

急速に増加し，時刻 2.0 s 付近でデンドライトの回転角度が θ = 180°になる．θ0 = 15°の

場合，計算初期において一次枝#3 は一次枝#1 よりも早く成長する．その結果，一次枝

#3 に作用する抗力が増加し，時刻 t = 1.5 s 付近までデンドライトが時計回りに回転し

 

 

Fig.5.4 Relationship between Reynolds number, Re, and drag coefficient, CD, in circular 

particle settling. 
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た．しかしながら，その後，一次枝#4 に作用する抗力が大きくなることで，時刻 t = 1.5 

s あたりから反時計回りに回転を始めた．θ0 = 30°の場合，一次枝#4 が一次枝#3 よりも

速く成長し，#3 よりも大きな抗力を受けることで，デンドライトは徐々に反時計回り 

 

 

Fig.5.5 Time evolutions of the distributions of solute concentration and flow velocity in the 

cases of initial orientation θ0 = (a) 0º and (b) 30º. The color code indicates solute concentration. 

White arrows indicate the flow velocity. 

 

 

Fig.5.6 Time evolutions of the settling velocity and position of center of mass of dendrite with 

initial orientations θ0 = 0°, 15°, 30°, and 45°. Solid and dashed lines show settling velocity and 

position, respectively. 
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Fig.5.7 Time evolutions of rotation angle of dendrite with initial orientations θ0 = 0°, 15°, 30°, 

and 45°. 

 

 

Fig.5.8 Time evolutions of tip velocity of primary arms #1–4 of dendrite with initial 

orientations θ0 = (a) 0°, (b) 15°, (c) 30°, and (d) 45°. 
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に回転した．θ0 = 45°の場合，時刻 t = 0 s から t = 0.6 s の間に一次枝#4 が#3 よりも速く

成長し，#3 よりも大きな抗力を受けることでデンドライトは僅かに反時計回りに回転

した．その後，デンドライトの回転によって一次枝#3 の成長方向が沈降方向に傾くこ

とで一次枝#3 の成長速度が加速した．その結果，時刻 t = 1.2 s 以降，一次枝#3 の抗力

が増加しデンドライトは時計回りに回転した． 

 以上のように，本研究において開発した手法は，デンドライトスケールに対して非常

に長い距離を沈降しながら成長するデンドライトを表現できることが確認できた．また，

これらの計算によって，デンドライトの沈降速度や各一次枝の成長速度，回転角度を評

価することが可能になった． 

 

5.5 複数デンドライト成長の数値モデル 

 次に，多数の等軸デンドライトが沈降し等軸晶を形成する過程を再現するために，複

数デンドライトの成長と運動，衝突，結合とその後の粒成長を表現可能な数値モデル

[111]の複数 GPU 並列実装を行い，計算の大規模化を図る．図 5.9 に等軸晶形成過程を

表現するために実装した数値モデルにおいて考慮した現象をそれぞれ示す．本研究にお

いて用いたモデルでは，デンドライトの成長はフェーズフィールド法，液相流動は格子

 

 

Fig.5.9 Phenomena that should be considered to express polycrystalline equiaxed solidification 

and methods to express those phenomena. 
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ボルツマン方程式，固体の運動は運動方程式を解くことによってそれぞれ表現する．ま

た，デンドライト同士の衝突と結合は，新たに導入した複数のフェーズフィールド変数

の相互作用によって表現する．各現象の支配方程式を説明する． 

 計算領域内に存在する N 個の粒のうち i 番目の粒をフェーズフィールド変数 ϕi によ

って表現する．ここで，ϕi = +1 は i 番目の粒が存在し，ϕi = −1 はその他の粒か液相が存

在することをそれぞれ示す．複数デンドライトの成長は次式を用いて表現する． 
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 （5.16）  

 

式(5.16)は固液界面においてのみ解かれる．τ はフェーズフィールド緩和時間，W は界面

幅であり，それぞれ τ = τ0as
2および W = W0asで表される．as(∇ϕ)は立方晶の異方性を表

現するための異方性関数であり，式(5.2)で表される．λ*は熱力学的駆動力の係数である．

固体の運動は式(5.16)の左辺第 2 項の ϕiの移流項によって表現される．ここで，Usα(x, t)

は，位置 x と時刻 t における i 番目の粒とその他の粒で構成される α 番目の固体の運動

速度である．固液界面以外の固固界面や三重点，多重点においては，式(5.16)に代わり

次式を解く． 
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式(5.17)は，式(5.16)から界面の異方性と熱力学的駆動力を取り除いた式である．また，

式(5.17)において関係式  
0

1 2 1
N

ii



  を満足させるために制約項を式(5.17)に導入し

た[209]． 
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 溶質濃度の時間発展方程式を次式に示す． 
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ここで，u は無次元溶質濃度であり u = (Cl −Cl
e)/(Cl

e −Cs
e)で表される．ここで，Clと Csは

液相および固相の溶質濃度，Cl
eと Cs

eは液相および液相の平衡溶質濃度をそれぞれ示し

ている．ϕ0 は液相の存在を示すフェーズフィールド変数であり，  0 1
1

N

ii
N 


   よ

り算出される．なお，ϕ0は ϕ0 = +1 において液相，ϕ0 = −1 において固相をそれぞれ示す．

本研究では，希薄溶体近似により，関係式 k = Cs/Cl = Cs
e/Cl

eが成立すると仮定する[63]．

なお，k は分配係数である．Dlと Dsはそれぞれ液相と固相の溶質拡散係数である．q(ϕ0)

は補間関数であり，q(ϕ0) = [kDs +Dl −(kDs−Dl )ϕ0]/(2Dl)で与えられる．JATは antitrapping 流

束項[66]であり次式で与えられる． 
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J はデンドライトの高次枝を生成するためのノイズ項である[161]． 

 液相流動は次式の格子ボルツマン方程式を解くことで表現する． 
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          x c x x x x  （5.21）  

 

ここで，fk(x, t)は時刻 t，位置 x において k 番目の離散速度方向 ckに移動する粒子分布関

数である．τLBM は格子ボルツマン緩和時間である．液相の密度 ρ と流速 U はそれぞれ
1

0

Q

kk
f




 および

1

0

Q

k kk
f 




U c より算出される．ここで，Q は離散速度の数である．

fk
eq(x, t)は平衡分布関数であり，次式を用いる． 
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ここで，wiは重み関数，c = Δx/Δt は格子速度である．なお，Δx は格子幅，Δt は時間増

分である．Gk(x, t)は離散外力項であり次式で表される． 
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ここで，G は固液界面における散逸抗力分布[83]であり，次式で表される． 
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ここで，ν は動粘性係数であり ν = (τLBM – 0.5)Δx2/(3Δt)で与えられる．また，h = 2.757 は

無次元定数[83]である． 

 固体は剛体と仮定する．α 番目の固体の並進速度 UTα および角速度 ωα はそれぞれ次

式で表される． 
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ここで，Gαと Tαは α 番目の固体に作用する力およびトルクの総和であり，次式で表さ

れる． 
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ここで，Ωαは α 番目の固体の固液界面領域であり，ΔV = Δx2は 1 格子分の体積である．

ρlと ρsはそれぞれ温度 T0，溶質濃度 C0における液相および固相の基準密度である．g は

重力ベクトル，Xα は α 番目の固体の重心を示している．Gα は抗力および浮力の総和と

して算出される．式(5.25)と式(5.26)中の Mαと Iαは α 番目の固体の質量および慣性モー

メントテンソルであり，次式で表される． 
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ここで，Vsα は α 番目の固体の固相領域を示している．関数 H(ϕα)は次式で与えられる． 
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ここで，ϕαはある計算格子点における α 番目の固体に属する全フェーズフィールド変数

の最大値を示している．xαは α 番目の固体の重心位置からの距離であり，xα = (xα, yα, zα) 

= x − Xαで与えられる．固体の運動速度 Usαは次式で表される． 

 

    ,s Tt      U x U ω x X  （5.32）  

 

2 個以上の固体が衝突した場合，完全非弾性衝突を仮定し，衝突した固体同士を即座

に結合させる．このとき，異なる粒を表現するフェーズフィールド変数の分布が重なっ

た時に，粒同士が衝突したと判定する．以降の計算では，ある格子点において 2 個以上

の粒を表現するフェーズフィールド変数の値が全て閾値−0.2 以上になった場合に，それ

らのフェーズフィールド変数が属する固体同士が結合し 1 個の固体になると判定する．

固体同士が結合することで新たに生じた β 番目の固体について，その並進速度 UTβと角

速度 ωβは運動量および角運動量保存の法則に基づいて次式で表される． 
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ここで，Sβは結合することによって新たに β 番目の固体に属することになった固体の衝

突前の番号の組である． 
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5.6 複数デンドライト成長の計算手法 

5.6.1 Active parameter tracking 法 

 多数のフェーズフィールド変数を効率的に扱うために，active parameter tracking (APT)

法を導入する[200-201]．APT 法の概略を図 5.10 に示す．APT 法を導入しない場合，図

5.10(b)に示すように，複数のデンドライトの成長を計算するには，各格子点において領

域内に存在する粒の数だけフェーズフィールド変数を保存する必要がある．この方法は

数百や数千のデンドライト成長を取り扱う場合には，計算に必要なメモリのサイズが膨

大になるため現実的な計算手法ではない．一方，APT 法では，図 5.10(c)に示すように各

 

 

Fig.5.10 Schematic image of active parameter tracking method and computational scheme of 

mass of grains: (a) Profiles of multiple phase-field variables; Memory array for MPF variables 

on GPU (b) without and (c) with APT method. 
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格子点において同時に存在する最大のフェーズフィールド変数の数を予め設定し，各格

子上に存在する粒の粒番号およびフェーズフィールド変数の値のみを保存する．ここで，

本フェーズフィールド計算モデルでは自由エネルギー関数のポテンシャル障壁項にダ

ブルウェルポテンシャルを採用しているが，この場合，界面領域に明確な定義が存在し

ない．従って，本研究では，ある格子点においてフェーズフィールド変数が−0.998 ≤ ϕi ≤ 

+1 の場合のみ粒番号 i とその値を保存すると設定した．後述の計算において，それぞれ

の格子点において保存するフェーズフィールド変数の最大の数は 10 個とした．また，

APT 法を導入した場合としない場合で，α 番目の固体の質量 Mα や慣性モーメントテン

ソル Iα，作用する力 Gαおよびトルク Tαの算出手順が異なる．例として図 5.10 中に Mα

の計算手順を示す．APT 法を導入しない場合には，図 5.10(b)に示すように，各粒の質

量 Mi を全格子点における ρsH(ϕi)ΔV の総和より算出した後，それらを足し合わせて Mα

を計算する．一方，APT 法を導入した場合には，まず，各格子点における ρsH(ϕα)ΔV と

固体番号をそれぞれ別に用意した 1 次元メモリ配列に保存し，固体番号をキーにソート

をかける．その後，α 番目の固体のデータが連続に並ぶメモリ配列の範囲において総和

計算を行うことで Mαを算出する．この時，APT を導入しない場合において全ての固体

の質量の計算に掛かるコストは，固体の個数分の全格子点における総和計算である．一

方，APT 法を導入した場合，計算コストは全格子点分のソート 1 回と固体の存在する格

子点数分の総和計算である．そのため，ソートの計算コストが固体の個数分の総和計算

を下回る場合においては，APT 法の導入によって計算が高速化すると考えられる．APT

法の導入が計算性能に与える影響を評価するために，APT 法を導入した場合としない

場合の複数デンドライト成長の単一 GPU 計算を実施した．計算に用いる格子点数は

2,0482格子とし，粒の個数を 5, 10, 20, 30, 40, 50 と変えて計算を行った．図 5.11 に I/O 時

間を除く 1,000 steps あたりの計算実行時間を粒の個数の関数として示す．ここで，計算

は固体の運動を考慮する場合としない場合の両方を実施した．図 5.11 に示すように，

APT 法を用いない場合，計算実行時間は粒の個数に対して線形に増加した．特に，固体

の運動を考慮した場合，粒数が 50 個の時に計算の実行時間が固体の運動を考慮しない

場合の約 2.5 倍まで増加している．この実行時間の差は粒数が大きくなるほど大きくな

っている．APT を適用した固体の運動を考慮しない計算において，計算時間は粒数に依

存せず一定になっている．一方，APT 法を適用した固体の運動を伴う計算の実行時間

は，粒の個数が 15 個未満の場合において，APT 法を用いない場合の結果よりも長くな

った．これは，APT 法の導入に伴い Mαや Iα，Gα，Tαの算出において追加されたソート

処理がオーバーヘッドとなっているためである．しかしながら，粒の個数が 15 個以上

の場合においては，APT 法を用いた計算の方が用いない計算よりも実行時間が短くな

った．従って，APT 法の導入は，特に多数のフェーズフィールド変数を用いる場合にお

いて，計算時間を短縮するのに効果的であることが分かった．ここで，図 5.11 に示すよ

うに APT 法を用いた場合の計算においても，計算実行時間は粒の個数が増えるにつれ
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てわずかに増加している．これは，粒数増加に伴う固相率の増加により，Mαや Iα，Gα，Tα

を算出するための計算時間が増加したためであると考えられる． 

 

 

 

 

Fig.5.11 Computational performances with and without APT when changing the number of 

grains in the domain with 2048×2048 grid points. The execution time was measured for 1,000 

steps in single GPU computation. 

 

 

Fig.5.12 Parallel efficiency in multiple dendrites growth simulation with 2048×2048 grid points 

and 5 grains per one GPU. The parallel efficiency is computed as a ration of computational 

time of 1,000 steps excluding file I/O time to one by single GPU computation. 
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5.6.2 複数 GPU 並列計算 

 計算を加速させるために複数 GPU 並列計算の実装を行う．複数 GPU 並列計算では，

全計算領域を x 方向と y 方向の 2 次元方向に分割し，分割した領域それぞれに GPU を

1 基割り当てて計算を行う．各計算ステップにおいて式(5.16)，式(5.17)，式(5.19)，式(5.21)

の計算を行う前に，分割領域境界のデータの交換を行う．交換手順は次の通りである． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

まず，分割領域境界のデータを GPU から CPU に転送する．次に，隣接する分割領域を

受け持つ CPU 間で分割領域境界のデータを MPI 通信により交換する．最後に，受け取

ったデータを CPU から GPU に転送することで，分割領域境界のデータの交換を完了す

る．この時，ϕi と u は式(5.16)と式(5.19)中の移流項の計算に 5 次精度の WENO を用い

るため境界上の格子点のデータを 3 格子分転送し，fiについては 1 格子分のデータを転

送する．式(5.27)-(5.30)の総和計算は，まず，分割領域ごとに行われる．その後，各分割

領域で総和計算した値を全並列プロセス間で再度総和計算することによって，全計算領

域における各固体の Mα, Iα, Gα, Tαを算出する．本研究では，複数 GPU 並列計算コード

の開発にあたり，C/C++言語をベースとしてGPU計算部分はCUDAを用いて記述した．

また，ノード間通信には OpenMPI を用いた．次節の計算は東京工業大学の GPU スーパ

ーコンピュータ TSUBAME3.0 を用いて実施した． 

開発した複数 GPU 並列計算コードの並列計算性能を評価するために，弱スケーリング

評価を実施した．弱スケーリング評価において，1 GPU あたりの格子点数を 2,0482格子，デ

ンドライトの数を 5 個として，4～64 GPU の範囲で運動を伴う複数デンドライト成長計算

を行う．図 5.12 に並列計算効率と GPU 数の関係を示す．ここで，並列計算効率は，複数

GPU 並列計算と単一 GPU 計算との I/O 時間を除く 1,000 steps あたりの計算実行時間の比で

表される．GPU 数を増やすことで並列計算効率は徐々に減少し，4 GPU の場合は 64.9%，

64 GPU の場合は 48.1%になった．この計算効率の低下は図 5.11 で見られた粒数の増加に伴

う計算実行時間の増加に起因している．GPU 数の増加により計算性能は落ちるものの，従

来の単一 GPU 計算と比べて 2 倍の計算実行時間で 64 倍の空間サイズおよび粒数の計算を

実施できることは本計算手法の利点である．  

 

5.7 等軸晶形成過程の再現計算 

開発したコードを用いて，重力下において計算領域上端で核生成した複数の等軸デ

ンドライトが成長しながら計算領域下部に降り注ぐシャワーリング計算を行う．ここで，

計算に用いる物性値として SCN-3.0wt%acetone の値を用いた．各物性値は第 5 章 3 節の

表 5.1 に示している．ここでは，計算を安定かつ高速に行うため，τLBM = 1 とし，動粘性

係数 ν は 4.23×10−5 cm2/s とする．この ν の値は実験において測定された値[195]の約 1/142

の値である．また，それに対応して，g = (0, −g0/100)Tと設定する．なお，g0 = 9.81 m/s2

である．計算条件を図 5.13 に示す．計算領域サイズは 8.192 × 8.192 mm2とし，16,384 × 

16,384 計算格子に分割する．計算開始時に，無次元過飽和度 u0 = − 0.15 の等温過冷却溶 
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Fig.5.13 Computational conditions for the showering simulation of multiple equiaxed 

dendrites. 

 

 

Fig.5.14 Time evolutions of distributions of solute concentration and flow velocity during 

showring of multiple equiaxed dendrites nucleated in the nucleation area located on the top of 

domain. 
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液で満たされた計算領域の上端を除く境界 3 辺に等間隔に 150 個の動かない半円状の

固相核を配置する．計算中，図 5.13 に示す計算領域上端近傍の核生成領域において，

25,000 steps おきにランダムな位置に等軸粒を 1 つ核生成する．計算領域の全ての境界 

 

Fig.5.15 Interaction with the settling equiaxed dendrites in the enhanced view of the red frame 

in Fig. 5.14. 

 

 

Fig.5.16 Results of sedimentation simulation without coalescence. The other conditions are 

same to those in Fig. 5.14. 
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に対して，ϕiと u について零ノイマン境界条件，U について滑りなし条件をそれぞれ適

用する．計算には 64 GPU を用い，5×106 time steps の計算を実施した．このとき，計算

に要した実行時間は約 3.5 日であった． 

図 5.14 に計算中の溶質濃度分布と流速分布の時間変化を示している．図 5.14 に示す

ように，計算領域上端近傍の核生成領域において生成した固相核が過冷却溶液中を沈降 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

しながら等軸デンドライトへと成長し，計算領域底面に堆積した．図 5.14 中において

赤枠で示す領域の 2×106th time step 近傍の時刻の拡大図を図 5.15 に示す．図より，赤い

円で示すデンドライトが先に沈降するデンドライトを追い掛けるように沈降している

様子が確認できた．これは，先に沈降したデンドライトによって，後に続くデンドライ

トが沈降する経路が作られることを意味している．その結果，図 5.14 の 5×106th time step

において，堆積したデンドライトによっていくつかの搭状の構造が形成されている様子

が確認できる．このように，開発手法によって最大 350 個のデンドライトを取り扱った

大規模シャワーリング計算を可能としたが，本計算において堆積したデンドライトによ

って形成された凝固組織形態はかなり「不自然」であった．これは，2 個の固体の衝突

時に必ず非弾性衝突および固体同士の結合が生じると仮定したためである．そのため，

固体同士が衝突した際に結合させない仮定の下，図 5.14 と同様のシャワーリング計算

を行った．図 5.14 と同様の示し方で図 5.16 に計算結果を示す．図 5.14 と図 5.16 を比較

すると，2×106th step までは双方の計算で類似の沈降挙動が得られた．一方で，3×106th step

以降は等軸デンドライト沈降層の形成過程が両計算で異なる様子が確認できた．図 5.16

において形成された沈降層の組織形態は図 5.14 において見られる形態よりもより実現

象において見られる形態と近いが，図 5.16 の計算においては固体同士が接触した際の

力学的な相互作用が考慮できていない．固体が接触する問題を考える場合，力学的な相

互作用と固固界面および固液界面の界面エネルギーの相互作用を同時に考慮する必要

がある．これは今後の課題である． 

 

5.8 結言 

 本章では，液相中を運動するデンドライトの成長挙動を評価するために，二元合金の

等温過冷却溶液中において沈降しながら成長する等軸デンドライトを効率的に評価可

能な 2 次元計算手法の開発を行った．開発手法において，デンドライトの長距離沈降を

取り扱えるようにフェーズフィールド格子ボルツマンモデルに計算領域移動法を適用

した．さらに，複数格子法と GPU 計算を適用することで計算を高速化した．開発手法

を用いた単一デンドライト沈降計算を実施し，計算領域幅の約 3 倍の距離を沈降するデ

ンドライトの成長を効率的に表現できることを確認した．この計算において，重心位置，

沈降速度，デンドライト一次枝の成長速度の時間変化をそれぞれ評価した．その後，計

算モデルを固体の運動と衝突，結合，その後の粒成長を伴うフェーズフィールド格子ボ

ルツマンモデルへと拡張し，active parameter tracking 法と複数 GPU 並列計算を適用する
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ことで，等軸多結晶凝固の大規模 2 次元計算を可能とした．開発手法を用いて，計算領

域上端近傍において生成した固相核が等軸デンドライトへと成長しながら沈降し計算

領域底部に堆積するシャワーリング計算を最大 350 個のデンドライトを取り扱って実

施可能であることを示した．さらに，衝突した固体の結合を考慮した場合としない場合

の計算結果を比較した．ここで，衝突時の結合を考慮した計算においては，搭状に堆積

した等軸多結晶構造が得られた．それに対して，衝突時の結合を考慮しない場合の計算

においては，等軸デンドライトが計算領域底面に均一に堆積した．このように，計算よ

り得られる等軸多結晶構造は固体同士の結合モデルに依存して変化するため，今後，固

体が衝突した場合のより詳細なモデリングが必要であると結論付けた． 
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6. 結言 

高性能な金属製品の製造開発には，凝固組織の高精度な予測と制御が極めて重要であ

る．典型的な凝固組織形態はデンドライト（樹枝状結晶）であるが，高温かつ不透明な

金属・合金の凝固過程を観察することは困難であり，数値計算による評価が不可欠であ

る．フェーズフィールド法はデンドライト凝固を高精度に再現可能な唯一の数値モデル

であるが，計算コストが高く，組織評価において重要な 3 次元問題における複数デンド

ライト組織の再現はこれまで不可能であった．本研究では，デンドライト凝固組織の高

精度予測に向けた大規模フェーズフィールド計算手法を確立することを目的として，マ

ルチフィジックス凝固のためのフェーズフィールドモデルについて graphics processing 

unit (GPU)を複数用いた並列計算をベースとした大規模計算手法を構築した．さらに，

構築手法を用いて GPU スーパーコンピュータ上において大規模計算を行うことで，金

属材料の凝固過程において重要な問題を数値計算によって初めて高精度に評価した．本

研究により得られた成果を以下に示す．  

 第 2 章では，一方向凝固過程における複数柱状デンドライトの競合成長挙動評価を可

能とするべく，計算効率化のために計算領域移動法を実装した二元合金一方向凝固のた

めの定量的フェーズフィールドモデルの複数 GPU 並列 3 次元計算コードを開発した．

その後，開発手法を用いて並列計算性能評価を行い，良好なスケーリングが得られるこ

とを示した．また，開発手法を用いた大規模な 3 次元一方向凝固計算によって，単結晶，

二結晶，多結晶中の柱状デンドライトの競合成長計算を実施した．単結晶計算において

は，一次枝配列が六角形配列を取ることを発見した．二結晶計算においては，温度勾配

方向に成長するデンドライトを傾いたデンドライトが淘汰する普通でない淘汰現象を

解明した．多結晶計算においては，優先成長方向と温度勾配方向の傾きが小さい粒ほど

長く成長し続けることを確認し，2 次元や 3 次元二結晶などの特別な条件とは競合成長

形態が異なることを示した．  

第 3 章では，凝固において重要な液相流動を考慮したデンドライト成長の大規模フェ

ーズフィールド計算手法を構築した．液相流動の計算にアルゴリズムがシンプルで並列

化が容易な格子ボルツマン法を用いて，1,536×1,536×3,072 格子を用いた世界最大のフ

ェーズフィールド格子ボルツマン凝固計算を可能とした．さらに，開発手法を強制対流

や自然対流を伴うデンドライト成長問題の評価に適用した．強制対流の問題では，単一

の等軸デンドライトの優先成長方向と流動方向を変えた系統的な計算を行い，デンドラ

イト成長速度と流動方向の関係を明らかにした．自然対流の問題では，一方向凝固過程

における複数デンドライトの競合成長計算を行い，重力が一次枝間隔と配列に及ぼす影

響を明らかにした．さらに，デンドライト樹間液相の透過率算出法を構築し，複数柱状

デンドライトに対する透過率を数値計算手法によって初めて求めた．また，柱状晶の成

長方向に対する垂直方向流れは，比界面積による無次元透過率を用いることで，正六角
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形配列の円柱周り流れに近似できることを示した．  

第 4 章では固液相変態，熱・溶質拡散，液相流動を考慮したマルチフィジックス凝固

現象を大規模に計算可能な手法を構築した．この時，複数時間増分法と複数格子法の適

用によって，全ての場に同じ格子幅と時間増分を用いた場合の計算よりも約 100 倍の高

速化を達成した．さらに，複数時間増分法と複数格子法を実装した複数 GPU 並列計算

によって，良好なスケーリングを達成できることを示した．最後に，熱溶質対流を伴う

複数デンドライト成長計算を実施し，構築手法の有用性を示した． 

 第 5 章では，液相中を運動しながら成長するデンドライトの大規模計算法を構築し

た．まず，単一デンドライトの長距離落下中の成長挙動評価を可能とするため，計算領

域移動法を適用した GPU 計算コードを開発した．また，2 次元問題における大規模計

算を実行し，落下によるデンドライト一次枝成長速度の変化を明らかにした．さらに，

多数のデンドライトの運動を伴う成長，衝突と合体，その後の粒成長を考慮した多結晶

凝固問題を，大規模に再現可能な手法を開発した．この時，複数のフェーズフィールド

変数の取り扱いを効率化する active parameter tracking 法と複数 GPU 並列計算を適用し

た．また，本手法を用いることで，16,384×16,384 格子を用いた領域に対する大規模計算

を実行し，最大 350 個の等軸デンドライトを取り扱った等軸晶のシャワーリング計算を

可能とした．さらに，計算より得られる等軸多結晶構造が固体衝突時の結合モデルに依

存することを明らかにし，固体が衝突した場合のより詳細なモデリングが必要であると

結論付けた．  

 以上の評価はいずれも高性能計算手法を適用した大規模フェーズフィールド計算に

よって初めて実現されたものであり，当該分野に大きなインパクトを与えた．また，本

手法は多様な凝固現象に適用可能であり，凝固学に対して今後多大な貢献が期待できる．  
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