
研究開発
レ タ ー

二 次 行 列 多 項 式 シ ス テ ム の 過 減 衰 条 件

正 員 森　 武 宏(京 都工芸繊維大学電子情報工学科)

正 員　小 亀 英 己(大 阪府立大学電気電子システム学科)

Sufficiency Criteria for Overdamped Quadratic Matrix Polynomial Systems

Mori Takehiro, Member (Dept. of Electronics & Information Science, Kyoto Institute of Technology),

Kokame Hideki, Member (Dept. of Electrical & Electronic Systems, Osaka Prefecture University)

Several sufficient conditions are derived for quadratic matrix polynomial systems to be overdamped based 

on an established characterization of the property. One of the conditions is shown to be less conservative than 

a previous sufficiency criterion, whereas another one to complement it. It is also pointed out that a pair of the 

coefficient matrices of the systems is interchangeable so long as the overdamping property is concerned. This 

fact may possibly double the line-up of sufficiency criteria for overdampedness, thus enriching alternatives 

to such testable conditions.
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1.ま え が き

二次行列多項式モデルは、その係数が実システム

の物理的特性を色濃 く反映しているため、機械システムや

構造物系の数学モデルとして、通常の一次多項式モデルよ

りも好 まれることが多い。このモデルについて何 よりの関

心は安定性であり多 くの研究結果があるが(例 えば 、直近

では文献(3)及 び その参考文献参照)、 その特殊な場合で

ある過減衰性についても注意が払われている(1)(2)。この性

質は計測系 などのように振動が忌避されるシステムに要求

され るものであるが、従来の過減衰性についての結果は漸

近安定性に関するものに比 して決して豊かであるとはいえ

ない。

本稿は、既に報告 されている過減衰性の等価な条件に基

づ いてい くつかの新たな十分条件 を導 き、この性質を判定

する手段の充実を計ろうというものである。

2.従 前の結果について

下記の 二次行列多項式について考える。

L(s):=s2A+sB+C (1)

A=A′>0, B=B′>0, C=C′>0 … …(2)

こ こに、(′)は転置記号、(>0)は 正 定値性を示す。 以下

では(1)式 をその特性式とするシステムをシステム(1)と 呼

ぶ。このシステムの過減衰性は次のように定義されている。

[定義](1)シ ス テム(1), (2)は 、任意の非零複素ベ クトルx

に対して、

(x*Bx)2>4(x*Ax)(x*Cx), (*):共 役転置記号(3)

が 成 り立つ とき、過減衰である。

(2)式 の もとでシステム(1)は 漸近安定、すなわちその特

性根はすべて複素開左半平面にあ るが 、(3)式 を加えると

それらはさらに実軸上に局限 され る。 しか しこの定義はx

についての四次式であ り、そのままでは過減衰性の判定は

困難である。このため、次のようなスカラパラメータを含

む行列不等式への等価な書 き換えがなされている(2)。

〔補題1〕 システム(1), (2)の 過 減衰性の必要十分条件は、

L(-k)<0、 あ るいは

B>Ak+C/k:=T(k)..................(4)

を満 たすスカラ正数kが 存在す ることである。

さらに、文献(2)に は この書き換えに基づ いて過減衰性

の十分条件が示 されている。

〔補題2〕(文 献(2),定 理3)条 件 、

λm(BA)>2λ1/2M(CA)....................(5)

の も と で 、 シ ス テ ム(1), (2)は 過 減 衰 で あ る 。 こ こ に 、

BA=A-1B, CA=A-1Cで あ り、 λm(・)、 λM(・)は そ

れ ぞ れ 最 小 、 最 大 の 行 列 固 有 値 を表 す 。

3.主 要 な 結 果

この 節 で は 、前 節 の 補 題1に 基づ き、(2)式 の も とで 一 連

の 新 た な過 減 衰性 の 十 分 条 件 を導 く。

〔定 理1〕 下 式 は 、 シ ス テ ム(1)の 過 減 衰 性 の 十 分 条 件 で

あ る 。
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1>λ(B-1T(k0)), k0=λ1/2M(CA).........(6)

ここに、λ(X)は 行 列Xの 任意の固有値 を示す。

(証明)B=QQ′ となる任意の正方正則なQに より、(4)

に左 からQ-1、 右 から(Q-1)′ を乗ず ると、同式は次式 と

等価 となる。

I>Q-1A(Q-1)′k+Q-lC(Q-1)′/k........(7)

ただ し、Iは 単位行列である。ここで 、Q-1A(Q-1)′k+

Q-1C(Q-1)′/kの 固有値はABk+CB/k,た だ しAB:=

B-1A, CB:=B-1C、 の それらに等 しいことに注意する

と、(7)式 は

1>λ(ABk+CB/k)=λ(B-1T(k))........(8)

と等価である。(6)式 の 条件は、(8)式 で さらにk=k0と

選んだものである。　 (終)

この定理について、下記にい くつかの留意すべ き点 を補

足してお く。

i)い ま、A2=Q-1A(Q-1)′C2=Q-1C(Q-1)′ と置 く

と、(7)式 右辺は(A√k-C/√k)(A√k-C/√k)′+AC+

CAと 書 ける。従って、kは この第一項で行列A√k-C/√k

の"大 きさ"を 何 らかの意味で小 さくす るよう選べば良い。

kは スカラパラメータであ るか ら一般に一意には決 まらな

いが、この趣旨に沿った選択肢はい くつか考えることがで

きk=k0は そのーつである。他のkの 値の例を後に示す。

ii)条件(6)は 、行列B-1T(k0)がSchur行 列であること

を意味する。従って、定理の表現のように直接固有値を計

算する以外にも、リヤプノブ行列不等式に帰着させて判ず

ることもで きる。また、行列のSchur性 の十分条件として、

任意の行列ノルム ‖・‖による1>‖B-1T(K0)‖ を過減衰

性の条件とすることもで きる。

iii)補 題2は 、B>T(k0)の 十分 条件 として導かれ て

いる。一方、その証 明よ り明 らかなように 、定理1は 条

件B>T(k0)を 等 価変換 したものであるから、補題2

よりも一般に鋭 い結果を与える。実際 、例 えば行列のサ

イズが2の(1)式 の システムで, A=diag(1, 1.5)+

offdiag(-0.5), B=diag(10, 9)+offdiag(4), C=

diag(1.2, 2)+offdiag(0.6),た だ しoffdi｢g(・)は0を

対角要素とし(・)を 非対角要素 とする行列を示す、の場合、

(6)式 は満たされるのに対 し(5)式 は不成立であ り、定理1

のみが過減衰性を結論する。

ところで、過減衰性で注目され る点は、その定義式(3)

から明らかなように(2)式 の もとで行列Aと 行列Cの 立場

は全 く対等であることである。つ まり、AとCを 交換して

も性質は変わらない。補題1の ような過減衰性の必要十分

条件では、簡単に確かめられるようにこの交換は条件に何

等の変化ももた らさないが 、十分条件では事情は異 なる。

例えば、定理1に おけ るAとCの 交換はkの 値のk0以 外

の選択を与える。

〔系1〕(6)式 の条件がk0に 代わってk=k1=λ-1/2m(CA)

に対 して成 り立つとき、システム(1)は 過 減衰である。

補題2に おいても、この交換 を行 うと次の結果を得 る。

〔定理2〕 システム(1)は 、下記の条件の もとで過減衰で

 あ る。

λm(BC)>2λ1/2M(AC)..................(9)

ここに、BC=C-1B、AC=C-1Aで あ る。

この定理はもとの補題2よ りも次の例に示すように良い

結果を生む場合があ り、補題2を 補 うものといえる。いま、

A=I, C=Bの 場 合 を考え よう。この とき、(5)式 は

λ2m(B)>4λM(B), (9)式 はλm(B)>4と な る。前者は

λm(B)と λM(B)と の 問に、λM(B)〓 λm(B)以 外 の拘束

を設けてお り、明らかに後者より保守的である。ちなみに、

後者はこの場合、正確な過減衰条件となっている。この よ

うに、条件中で行列AとCが 交換可能である事実は、過減

衰性の十分条件が扱 うことので きるシステムのクラスを少

なか らず拡げ るものといえよう。

4.む す び

二次行列多項式システムが過減衰であるための一連の十

分条件を導 き,そ の判定ツールの選択肢を豊かにした。係

数の物理的特性にこだわ らず、(1)式 の行列式をとりスカラ

特性多項式を基礎にする立場にたてば、対応する性質は非

振動性(aperiodicity)と 呼ばれ代数的な判別法がいくつか

知られている(4)。

(平成12年5月24日 受付)
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