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Abstract
In this note we shall give a proof that cosx and sin x can be developed
into the Maclaurin series without using calculus. Our starting point is the fol-
lowing well-known inequalities; sinx < x < tanx(0 < x < %). Of course, we

shall make use of some basic facts of trigonometric functions obtained geomet-
rically, like the addition rules of cos x and sin x.
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1. Introduction

Pour tout # € N U {0}, on pose
f( ) e 1__'xi+ ces _*_ﬂ
e 2! (2k)!

3 ko 2k+1
_ X (—D'x
g:x) = x =t A T

Le but de cette note est de démontrer les deux inégalités suivantes;
) < filx) € < fra(x) <cosx < fro(x) < - < f(x) < filx)

gl(x) < gs(x) < - < gzk+|(JC) <sinx < gzk(x) < - < gz(JC) < go(x)

T
< -
<O_x< 2).

Comme préparation, on commence par la proposition suivante.

Proposition 1.1. Pour tout kK € N U {0}, il se trouve que

k

(1) > e1Corsr = 22k

r=20

k
(2) 2 2k+lc2r = 22k

r=
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k

(3) 2 4kC2r+l = 24’3&2

r=0

k-1 o
4 2 ;0 w+2Corr1 T o 42Co 1 = <Z 4;¢+2C2r+1> = g¥+!

r=

"
N T

(Preuve) (1) En notant qu'il se trouve que z+:Co+1 = 2+1Cox-n, ON a

k k k
20 a01Cos1 = 20 2w+1Co0-n = 2 w1Co.

r=0 r= r=20

Par ailleurs, comme il est bien connu, il se trouve que

3 k 2%+1
} 2%+1
2 2+1Co41 = 2 wr1Co = Zo w1C, = 2 ,

r=20 r=0 r=

ce qui démontre a la fois (1) et (2).
2k—1
(3) En substituant 22 —1 & k dans la relation (1), on a ;0 w#-1Cosr = 2%7%, Par ailleurs, en

utilisant la formule 4Cs+1 = 4-1Cors1+ 4-1Cs, 00 trouve facilement

2k—1 2k—1

2% —1
k-1
2 4Coii = 2 4Cont 20 w—1Cy = 2
Sz

r=0 r=0

des relations (1) et (2). De plus, on a

2k—1 k—1

%1
2 #Coir = 2 wCost Zk #Car
P

r=0 =0
k—1
- 2 »go 4kC2r+l s
ce qui démontre (3).
(4) En notant que 4+:Corr1 = 2+1Cor+1+ 2+1Ca, €t en substituant 2k a k dans la relation (1), on

peut également démontrer (4).

2. Etablissement du but

Dans ce paragraphe, on va démontrer quelques propositions nécessaires a établir les
deux inégalités exposées au commencement.

Proposition 2.1. Soit j, k & N U {0}, on a alors

2]?(%)%(%) = g.(x) (mod x™**).

(Preuve) Il suffirait de démontrer quand 7 = k. On va utiliser la methode d’'induction en k.
Pout £ = 0, c’est évidémment correct. On suppose aussi que la proposition est correcte pour
k. On note alors que la relation suivante plus présise:

2ﬁ<%>gk<%> = mod " Do (2= <Z (2k+3—12r)!(27)!> <32€_> '

Par ailleurs, on a
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fal) = i)+ S

2k +2)!
B (_1)k+lx2k+3
g;m(x) = gk(x)-i' (2k+3)!
On a donc
X _ (_l)kﬂ i e 2k+3 2k+5
2ﬁ+1< >Qk+1< 9 > = gk(x) + (2k+3)! < 9 > (rgo 2k+3C2r>x (modx )

2k+5)

= gn(x) (mod x

’

ce qui compléte la preuve.

Proposition 2.2. Il se trouve que
2

(1) -2 < cosx <1

20 —
x3
(2) X=gr <sinx <x
(Preuve) Il suffit de démontrer I'inégalité de gauche, pour chaque cas.
1+ cos 2x . . . N
(1) Dabord, en notant que — - cos’x = 1— sin"x > 1—x’, on arrive facilement a

cos 2x > 1—2x" 1l suffit de substituer 2x a x.
(2) On commence par sinx > x cosx. En multipliant cosx de chaque c6té, on trouve

) 2\2 2\2
51r122x = sinx cosx > x cos’x > x<1—%> On a donc sinx > x(l—(%) <%>> En répé-

2

tant de la multiplication de cosx et en notant que cosx > 1—— o on obtient pour tout
ne N

e =1
x(l
(-
=+(1-

ce qui donne (2).

Proposition 2.3. Pour tout k € N, il se trouve que

1_2{g2k—1<%)} S ﬁk(x)

(Preuve) On examine les coefficients des termes x*, x* (s =1, 2, -+-+-+ , k) de la fonction

2
2 { 2“<%>}. D’abord, on voit que le coeffcient de x* est donné par
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1 45-2 1 | 1 -
- <7> 2 Us—2ar— D@Dl (o) <?> 2 G
__1
(4s)!”
puis on voit également que le coefficient de x*~* est donné par

1 1Y, 1
W<E> <2 Py 4.(—2C2r+1+4s—2C2s—|> ~ Us—)1

2
ce qui donne 1—2{g2k;1<%>} = £.(x) (mod x*7.

2
Ensuite, on examine le terme avec degré plus que 4k+2 de {g%-l(i)}. Celui-ci est

2
4k+2 s=r—1 2(s=r—1)
i 2k—1 1 s—1 (—1) ! i
<2> Z s+ 5 (4k—2r—1)!<2>

1 1 x Y
101 — - > — )1 9 eeeens — 1
En notant ici que (h—27—3) (ak—2r 1)!<2> >0(r=0,1,2, , 2k —3), on voit

donné par

2
facilement que le terme avec degré plus que 4k +2 de {gg“(%)} est non-négatif, ce qui

donne le résultat demandé.

Proposition 2.4. Pour tout k € N, il se trouve que
2
1—2g2k<%> > fun ().
(Preuve) La démonstration est presque la méme que pour la Proposition 2.3.
On suppose ici qu'il se trouve fo+1(x) < cosx < fu(x), gur(x) < sinx < gn(x). On note

que ces inégalités se réalisent par la Proposition 2.2.
En notant

1+ cos 2x
2

=cos’x = 1—sin"x < 1— {gus ()},

2
on a immeédiatement cosx < 1_2{g2k+1<3>} < S (20).

Proposition 2.5. S’il se trouve que cos x < fu+2(x), alors on a sin x < guer2(X).

2 .
(Preuve) D’abord, on note que I'on a SN 2X — sinx cosx < gu(x) fura(x). Alors, en vertu de

2
la Proposition 2.1, on obtient

sinx < 2g2k<’g‘>ﬁ/«+z<%>

B 2 x 1k+3 2%] 1 “il (_l)x—/—l <x>2(s—'r—l)
= 90— <2> S!S (dk—2r+ 1!\ 2

2 x 4k +5 2% (_1)2k—r <x>2(2k—r)
+(4k+4)!<2> r\;o (4k—2r+1)!\ 2
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1 1
4k —2r—3)! (4k—2r—

Ici, en notant encore l)'( > >0 =01, 2 - , 2k —3), on

observe

| - 1 x \#+3
sin x < gu(x) 2{21 (2r)!(4k—27+3)!} <2>

2%+2 1 X .
+2{§z (2r)!(4k—2r+5)!} <7> '

Définissant la coté droit comme gu(x) — 2Ak(%)“‘“5+23 o+ )"” on a

X k+3 X 1k+5
sinx < g2k(X) —24A. (?) + 2B, <?> .

sin 2x
2

4k+3 4k +5
On a donc =sinxcosx < <g2k(x) —2Ak<%> +2Bk(%> >f2k+z(x), ce qui apporte

h+3 1k +5
sinx < 2<g2k< 9 > 2Ak< ; > +ZBk(%> >ﬁk+2(%>
1k+3 1k+5 4k+3 4k+5
X X ; X X S X
< Gor (X) - 2Ak <T2_> +2Bk <'_2‘> - 22Ak <?> ﬁ<?> + zsz <E{>
1h+2 dk+2
<o (4] afo (1)
1 Ak+4 1 4k+4} e <l 8k+17 was
+<?> Bk{1+<2> x O+ 2> x 7,

puisque il se trouve que fi(x) < fase(x) < L et Ay, B. > 0.

En répétant ces procédés, on obtient pour tout n € N

] \%+2 o [\ w1\
sinx < gun(x) — <3> Ak< §0<?> >x4k“Bk<§0<7> >x4k+5
1 8k+17 <n—l< 1 >(4k+4)(n—r—l) , ( 1 )(4k+2)s> ss
+ <_> A, 2\ = 2= X .
2 y=o\ 2 s=o\ 2

En effet, cette inégalité est déja établie pour n = 1. On suppose que cette inégalité se
réalise pour n € N, et on obtient alors

X 1 4k +2 ., 1 (4k+2)r
1 I IO B e 4k+3
smx<2(3)-(3) 2(5(3) )
4h+4 4k +D)r
“(3) B(8G) )
8k+7 n— (dk+4) (n—r—1) , 1 (4k+2)r x
() 2(2G) T Eh) ed3)
X £+3 X 4k +5
< gn <X) —2A: (7) + 2B, <E>
ah+2 . +2)r 5\
(3) a(2(G) () JG)
4k +4 (4k+4)r x 1h+5
o(3) 8(2() ) G)

m[.—

||M:
0o [ —
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1 8k+17 N 1 (4k+4) (n—r=1) (4k+2)r 4k+5
oy a(5G) 2G) G))

2 F=o\ 2

( ) <1>4k+2A <n+1< >(4k+2)r> 4;¢+3 ( >4k+4B <"Zl< 1 >(4k+4)r> s
= gu\X)—\ 5 & - k _ X

2 r=o\ 2
8k+7 (4k+4) (n—0) 4h+2)s

23] a(s(G) EG) )

ce qui assure lI'inégalite en question.
(]. _2‘(4k+2)(n+l))Ak x4k+3 Bk x4k+5 Ak x4k+5

On a donc
sinx < gzk(X)_ 24k+2_1 + 24k+4_1 + 2( 4k+2 1) (24k+4 ) .

D’ailleurs, en notant que

1 2%k+1 s
<Ak+m> (4k+3)' - r;ﬁ 4k+3C2,-+1 =2 ke

1 1 %t? dh+4
| = ] — s
<B"+ A4k (4k+5)!> ETDIZ By unCon =2

24k+2_1 24k+4_1 1
@t BT Gkt 2@kt
I'inégalité ci-dessues, on obtient

x4k+3 1 1 (4k+2) (n+1) xMTS
. < o - 4k +3
sinx < ga(x) (4k+3)!+(4k+3)!<2> RNy

on obtient A, = et en substituant ces relations a

dk+5

(4k+3)!"’
ce qui donne le résultat demandé.

= 92&+2(x) -

Proposition 2.6. Sl se trouve que sin x < gu-2(x), alors on a fu+:(x) < cosx.

, . L . 1+ 2
(Preuve) C'est la conséquence immeédiate de la relation $_x = cos’x

= 1—sin’x > 1— {gu+:(x)}* et de la Proposition 2.4.

On va démontrer ici la proposition finale.

Proposition 2.7. Sil se trouve que fu-:(x) < cosx, alors on a gu+:(x) < sinx.
(Preuve) Comme on le voit facilement, l'inégalité gu. (x) < sinx apporte gu+i(x) fars(x)

. sin 2x
<sinx cosx = 5

. X X
sinx > 2g2k+1<?>ﬁk+a(?>

4k+5 s—r—1 2(s=r=1)
. i 2k+2 1 s—1 (— 1) i)
— gzk+1(x)+2< 2> ;l G, Eo 2753 < 5

2 x 4k+72k+1 (_I)Zk*l'H x 202k —r+1)
 (4k+6)! <7> = th—2r13)] (7)

, ce qui donne
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(dk—27r+1)! 2
2k—1), on obtient presque la méme démonstration que pour la Proposition 2.4.

inx > ( +2{”§2 ! } AN
Sinx = gun (x) S 201 (dk—27+5)! <2>

2% +3 1 x 4k+7
_2{5 (2r)!(4k—2r+7)!} <?> :

4k+5 4k+7
Ici, en définissant aussi le coté droit come gu+1(x) +2Ak<%> _2Bk<%> ,ona

1 1 x Y
1 — > — )1 9 eeevee
Donc, sil'on note encore que 4k —27—1)! < >< > >0 (r=0,1, 2 ,

24k+4_l 24k+6_1 1
T @rror BT @ 2@ks)
et la méthode qui est la méme que celle utilisée dans la démonstration de la Proposition 2.4.,

apporte le résultat demandé.
Au vu des propositions obtenues ci-dessus, il devient presque évident que 'on peut

A

établir le but exposé au commencement.
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