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概 要
位相空間，多様体について簡単に復習する．ホモトピー，胞体

分割などいくつかの準備の後にMorse理論の基本定理, Reebの球
面定理を説明する．

Brief review of topological spaces and manifolds. After some
preparation on homotopy, cell decomposition, etc., the fundamen-
tal theorem of Morse theory and Reeb’s sphere theorem will be
introduced.

[目的] 目的は，次の (1), (2)を理解することである．
(1) 球面，トーラス，射影空間の胞体分割
(2) Morse理論の基本定理, Reebの球面定理
The objective is to understand

(1) cell decompositions of sphere, torus and projective spaces,

(2) The fundamental theorem of Morse theory and Reeb’s sphere the-

orem

[目標] 目標は，多様体上の具体的に与えられた関数がMorse関数かどう
かを判定し，Morse関数ならば臨界点とその指数が計算できるようにな
ることである．
The goal is to be able to determine whether if an explicitly given func-

tion on a manifold is a Morse function, and if so, to be able to compute

its critical points and its indices.
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本文中の「定理」，「系」，「命題」，「補題」はすべて数学的な主張を表
す．これらの区別は次による．
「定理」· · · 重要な主張
「系」· · · 定理から直ちにしたがう主張
「命題」· · · 自然に成り立つと思われる主張
「補題」· · · 定理の証明に必要な補助的な主張
これらの区別は主観による．
[発展]や [参考]は初めて読む際には飛ばしても後の議論に使うことは
ない．
本文中の「問」は本文の理解を確かめるための問題，章末の「練習問
題」は発展的な問題である．
集中講義の前に，馬場蔵人さん (東京理科大学)にこの講義ノートを読
んでいただき，いくつかのミスプリの指摘をしていただきました．
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記号表

記号 意味∐ 互いに素な和集合
Rm m次元実 Euclid空間
Cm 複素m次元複素 Euclid空間

Mm(R) m次実正方行列全体
Mm(C) m次複素正方行列全体

O 開集合系
A 閉集合系
I 閉区間 [0, 1]

Σg 種数 gの向き付け可能な閉曲面
V n {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}
En {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1}
Sn−1 n− 1次元（単位）球面
Tm m次元トーラス S1 × · · · × S1

RP n 実射影空間
CP n 複素射影空間

GL(m,R) m次実一般線形群　
GL(m,C) m次複素一般線形群　
O(m) m次直交群　
SO(m) m次特殊直交群　
U(m) m次ユニタリー群
SU(m) m次特殊ユニタリー群
Sp(m) m次シンプレクティック群

SL(m,R) m次実特殊線形群
SL(m,C) m次複素特殊線形群

tr 正方行列のトレース
tX 行列Xの転置行列
o(m) {X ∈Mm(R) | X + tX = O}
u(m) {X ∈Mm(C) | X +X∗ = O}
sp(m) {X ∈Mm(H) | X +X∗ = O}
sl(m,R) {X ∈Mm(R) | tr(X) = O}
sl(m,C) {X ∈Mm(C) | tr(X) = O}
su(m) u(m) ∩ sl(m,C)
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1 位相幾何学
1.1 位相空間
この節では，位相空間の定義を簡単に復習する．距離空間Xの場合に
は，A ⊂ XがXの開集合であるとは，Aの任意の点に対し，その点の十
分近くの任意の点がまたAの点になる場合であった．また，二つの距離
空間の間の写像 f : X → Y が点 a ∈ X で連続であるとは，動点 x ∈ X

を限りなく aに近づけると f(x)が限りなく f(a)に近づく場合であり，X
の各点で連続な写像を，単に連続と言った．
距離空間の開集合全体のもついくつかの性質を公理として抜き出して，
元の距離を忘れたものが位相空間である．距離から誘導されない位相空
間も存在する．二つの位相空間の間の写像の連続性も定義できる．位相
的な概念（たとえば，Hausdorff性）は連続写像により必ずしも保たれな
い点が位相空間の一つの特徴である．
位相空間，開集合，閉集合，近傍系；compact集合，Hausdorff空間，連
続写像の概念を復習し，基本的な性質を述べる．

X( 6= ∅)を集合とする．X の部分集合の集まりOが次の 3つの条件を
満たすとき，OはXにおける開集合系であるという．

(1) ∅, X ∈ O

(2) O1, O2 ∈ O ⇒ O1 ∩O2 ∈ O

(3) Oλ ∈ O (λ ∈ Λ) ⇒
⋃

λ∈ΛOλ ∈ O

開集合系の与えられた集合Xを位相空間という．Xを位相空間とする．
Oの元をX の開集合という．部分集合A ⊂ X に含まれる最大の開集合
をAの内部といい，A◦で表す．
位相空間Xについて U ⊂ Xが閉集合であるとは，X − U ∈ Oとなる
ときをいう．閉集合の全体Aを閉集合系という．Aは次を満たす．

(1) ∅, X ∈ A

(2) A1, A2 ∈ A ⇒ A1 ∪ A2 ∈ A

(3) Aλ ∈ A (λ ∈ Λ) ⇒
⋂
λ∈Λ

Aλ ∈ A
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位相空間は閉集合系の公理で与えることもできる．
例 1.1. Xを集合とする．
(1) [密着位相] O = A = {∅, X}
(2) [離散位相] X の部分集合すべての集まり 2X をOとする位相空間：
O = A = 2X．
(3) [距離空間] (X, d)を距離空間とする．x ∈ X, ϵ > 0に対し，Xの部分
集合 Uϵ(x)を

Uϵ(x) = {y ∈ X | d(x, y) < ϵ}

と定め，Uϵ(x)を xの ϵ-近傍という．O ⊂ X が開集合であるとは，任意
の x ∈ Oに対し，ϵ > 0が存在して，Uϵ(x) ⊂ Oとなるときをいう．（直感
的には x ∈ Oの近くの点はすべてOの点であるという意味である）開集
合の全体は開集合系の公理を満たす．距離空間を位相空間と見るときに
は常にこの方法による．
部分集合 A ⊂ X を含む最小の閉集合を Aの閉包といい，Āで表す．

x ∈ X を含む開集合を xの開近傍という．また，W ⊂ X が x ∈ X の近
傍であるとは，x ∈ U ⊂ W となるXの開集合 U が存在するときをいう．
このとき，W ◦の最大性から，U ⊂ W ◦ ⊂ W となっている．このことに
注意して言い換えると，W が xの近傍であるとは，x ∈ W ◦となる場合
である．xの開近傍は xの近傍である．xの近傍全体を xの近傍系といい，
V(x)と表す．V(x)の定義より，X ∈ V(x)であり，

O(⊂ X)が開集合⇔任意の x ∈ Oに対し，O ∈ V(x) (1.1)

V(x)は次を満たす：
(1) V(x) 6= ∅

(2) U ∈ V(x) ⇒ x ∈ U．
(3) U1, U2 ∈ V(x) ⇒ U1 ∩ U2 ∈ V(x)．
(4) U ∈ V(x), U ⊂ V ⇒ V ∈ V(x)．
(5) 任意の U ∈ V(x)に対し，W ∈ V(x),W ⊂ U が存在して，任意の

y ∈ W に対し，W ∈ V(y)．
条件 (5)は，任意の U ∈ V(x)に対し，x ∈ W ⊂ U を満たす開集合W

が存在するという条件を開集合という言葉を使わずに述べたものである．
近傍系の公理を上の (1)∼ (5)で与え，開集合系を定めることもできる：
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命題 1.2. Xを集合とする．任意の x ∈ Xに対し，(xに依存する)Xの部
分集合の集まりV(x)が定まり，上の (1)∼ (5)を満たしているとする．こ
のとき，Xの開集合系Oが一意に定まり，Oに関する x ∈ Xの近傍系が
V(x)になる．

証明. (1.1)より，条件を満たす開集合系Oは

O = {O ⊂ X |任意の x ∈ Oに対し，O ∈ V(x)}

と定めざるを得ない．これは，Oの一意性を示している．次に，上で定
めたOが実際に条件を満たす開集合系になることを示す．そのために条
件 (1), (3), (4)を用いて，Oが開集合系になることをいい，得られたOが
条件を満たすことを (2), (4), (5)を用いていう．
まず，Oが開集合系になることをいう．Oの定義から，∅ ∈ O．(1), (4)

からX ∈ O．(3)からO1, O2 ∈ O ⇒ O1 ∩ O2 ∈ O．Oλ ∈ O (λ ∈ Λ)と
する．任意の x ∈

⋃
Oλに対し，ある µ ∈ Λが存在して，x ∈ Oµ．Oの

定義より，Oµ ∈ V(x)．Oµ ⊂
⋃
Oλと (4)より，⋃Oλ ∈ V(x)．ゆえに，⋃

Oλ ∈ O．よって，Oは開集合系の公理を満たす．
最後に，開集合系Oの定める x ∈ X の近傍系W(x)がV(x) に一致す
ることをいう．W(x)とOの定義より，

U ∈ W(x)

⇔ ∃V ∈ O, x ∈ V ⊂ U (W(x)の定義)

⇔任意の y ∈ V に対し，V ∈ V(y)となる V が存在して，x ∈ V ⊂ U

このとき，上の yとして xをとれば，V ∈ V(x)であり，x ∈ V ⊂ U．条
件 (4)より，U ∈ V(x)．ゆえに，W(x) ⊂ V(x)．逆包含を示すために，(5)
をOを用いて言い換えれば，

(5) ⇔任意の U ∈ V(x)に対し，W ∈ Oが存在して，W ∈ V(x),W ⊂ U

上のとき，(2)より x ∈ W．よって，W(x)の定義により，V(x) ⊂ W(x)．
ゆえに，W(x) = V(x)となり主張が示された．

位相空間Xの部分集合Aは次のようにして自然に位相空間になる．U ⊂
AがAの開集合であるとは，Xの開集合Oが存在して，U = A∩Oとな
る場合をいう．このようにして定めたAの位相を相対位相と言う．
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位相空間XがHausdorffであると
は，任意の x, y ∈ X(x 6= y)に対し
て，x, yそれぞれの開近傍 U, V で
U ∩V = ∅となるものが存在すると
きをいう．

x y

U V

距離空間 (例 1.1, (3))は Hausdorff空間になる．特に，m次元 Euclid

空間RmはHausdorff空間である．Hausdorff空間の部分空間はHausdorff

空間である．位相空間XがHausdorff空間でないための必要十分条件は，
ある x, y ∈ X (x 6= y)が存在して，x, yのそれぞれの任意の開近傍 U, V

に対し，U ∩ V 6= ∅となることである．
問題 1.1. Hausdorff位相空間Xの一点部分集合 {x}は閉集合であること
を示せ．
問題 1.2. X,Y を位相空間，X ∩ Y = ∅とする．次を示せ．
(1) X ∪ Y に位相が次で定まる：X ∪ Y の部分集合Oが開集合である
とは，Xの開集合U と Y の開集合 V が存在して，O = U ∪ V と表
されるときをいう．このようにして，X ∪ Y に位相が定まることを
確かめよ．この位相空間X ∪ Y をXと Y の位相和という．

(2) Xの開集合U は位相和X ∪ Y の開集合でもある．Y の開集合 V は
位相和X ∪ Y の開集合でもある．

(3) Xと Y はそれぞれX ∪ Y の開かつ閉集合である．

(4) X,Y がHausdorff位相空間ならば，位相和X ∪Y もHausdorff位相
空間である．

位相空間Xの部分空間Aが稠密であるとは，Ā = Xとなるときをいう．
問題 1.3. Xを位相空間，A ⊂ Xとする．次を示せ．
(1) x ∈ Xに対し，x ∈ Āとなるための必要十分条件は，xの任意の近
傍 U に対し，U ∩ A 6= ∅．

(2) Aが稠密になるための必要十分条件は，任意の開集合Uに対し，U∩
A 6= ∅となることである．

例 1.3. 任意の実数 xに対し，xにいくらでも近い有理数が存在するので，
QはRの稠密な部分集合である．

7



問題 1.4. X = Rnとする．r > 0に対し，Ur(x) = {y ∈ Rn | d(x, y) < ϵ}
とおくと，Ur(x) = {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ ϵ} となることを示せ．

X,Y を二つの位相空間とする．写像 f : X → Y が連続であるとは，Y
の任意の開集合 V に対し，f−1(V ) = {x ∈ X | f(x) ∈ V }がXの開集合
になるときをいう．

問題 1.5. 次を示せ．f : X → Y を位相空間X.Y の間の写像とする．この
とき，fが連続になるための条件は，Y の任意の閉集合Aに対し，f−1(A)

がXの閉集合になることである．

問題 1.6. 次を示せ．f : X → Y を位相空間X,Y の間の連続写像とする．
このとき，任意の x ∈ X と f(x)の任意の近傍 V に対し，xの近傍 U が
存在して，f(U) ⊂ V となる．

問題 1.7. X を位相空間，Y を集合，f : X → Y を写像とする．このと
き，次を示せ．

(1) U ⊂ Y が Y の開集合であるとは，f−1(U)がX の開集合であるこ
とと定義すると，Y は位相空間になる．

(2) (1)のようにして Y を位相空間と見るとき，f は連続写像である．

(3) (1)のようにして Y を位相空間と見るとき，y ∈ Y − f(X)に対し，
一点集合 {y}は Y の開かつ閉集合である．

問題 1.8. 次を示せ．X,Y を位相空間,f : X → Y を連続写像とする．
A ⊂ Xとする．

(1) f : A→ f(X)は連続である．

(2) f : A→ f(A)は連続である．

問題 1.9. f : X → Y を位相空間X,Y の間の連続写像とする．A ⊂ Xと
する．次を示せ．

(1) f(Ā) ⊂ f(A)

(2) Āが compactで，Y がHausdorffならば，f(Ā) = f(A)

Hausdorff空間の連続写像による像はHausdorff空間とは限らない．印
象的な例を与えよう．
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例 1.4. 2点以上含む集合Xに離散位相を入れたものをX0，密着位相を
入れたものをX1とする．X0はHausdorffであり，X1はHausdorffでな
い．恒等写像X0 → X1は連続である．

例 1.5. R×{0}とR×{1}の位相和
R× {0, 1}に x < 0のとき (x, 0)と
(x, 1)を同一視する同値関係∼を入
れる．X := R×{0, 1}/ ∼に商位相
を入れる．自然な射影R×{0, 1} →
Xは連続で，R×{0, 1}はHausdorff

であるが，XはHausdorffではない．

[0,∞)× {0}

[0,∞)× {1}

R× {0}

R× {1}
0

0

⇓

問題 1.10. a ∈ Rに対し，Oa := (a,∞) = {x ∈ R | a < x}とおく．
O = {∅,R} ∪ {Oa | a ∈ R} とおく．次を示せ．
(1) Oは開集合系の公理を満たす．
(2) (R,O)はHausdorffではない．
集合論における有限集合の概念は位相空間論では次で述べる compact

の概念に相当すると考えられる．このことは後述の例 1.17から示唆され
る．よって有限集合で成り立つ事実を compact集合に拡張できるかどう
かを考察することは大切である（命題 1.9を参照）．
定義 1.6. 位相空間X が compactであるとは，{Oλ | λ ∈ Λ}がX の開
被覆ならば，有限個の λ1, · · · , λm ∈ Λが存在して，{Oλi

| i = 1, · · · ,m}
がXの被覆になるときをいう．
A ⊂ X が compactであるとは，相対位相に関して Aが compactにな
るときをいう．
例 1.7. 離散位相空間Xが compactになるための条件はXが有限集合に
なることである．
問題 1.11. 次を示せ．Aを位相空間Aの部分集合とする．Aが compact

になるための必要十分条件は，
A ⊂

⋃
λ∈Λ

Oλ (OλはXの開集合)
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となったとすると，有限個の λ1, · · · , λmが存在して，A ⊂
m⋃
i=1

Oλi
となる

ことである．

問題 1.12. 2つの compact位相空間X,Y の位相和X ∪ Y は compactで
あることを示せ．

問題 1.13. 次を示せ．X,Y を位相空間，f : X → Y を全射連続写像とす
る．このとき，Xが compactならば，Y も compactである．

問題 1.14. compact位相空間Xの閉集合Aは compactであることを示せ．

f : X → Y を二つの位相空間X,Y の間の写像とする．
f : X → Y が位相同型写像であるとは，f が全単射連続写像で，逆写
像 f−1 : Y → X も連続になるときをいう．二つの位相空間X,Y の間に
位相同型写像が存在するとき，Xと Y は位相同型であるという．
f : X → Y が開写像であるとは，X の任意の開集合 U に対し，f(U)
が Y の開集合となるときをいう．
f : X → Y が閉写像であるとは，Xの任意の閉集合Aに対し，f(A)が

Y の閉集合となるときをいう．

例 1.8. c ∈ Rに対し，定数関数R → R; x 7→ cは連続かつ閉写像である
が，{c}はRの開集合ではないので，f は開写像ではない．

問題 1.15. X,Y を位相空間，f : X → Y を連続な全単射とする．このと
き，次の (1) ∼ (3)は同値であることを示せ．

(1) f は同相写像である．

(2) f は開写像である．

(3) f は閉写像である．

X,Y を位相空間とすると，直積X × Y には直積位相が入る．
集合A( 6= ∅), B( 6= ∅)に対し，A,Bが共に有限集合になることとA×B

が有限集合になることとは同値である．命題 1.9で見るように，「有限集
合」を「compact」に置き換えても上のことは成り立つ．

問題 1.16. X,Y を位相空間とする．
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(1) 全射 pX : X × Y → X; (x, y) 7→ xと pY : X × Y → Y ; (x, y) 7→ y

は連続かつ開写像である．

(2) X × Y が compactならば，X,Y はともに compactである．

問 1.16, (2)は実は必要十分である：

命題 1.9. X,Y を位相空間とする．X × Y が compactになるための必要
十分条件はX,Y がともに compactになることである．

証明. 問題 1.16, (2)の結果より，(⇒)が従う．
(⇐)を示す．
まず，X,Y のそれぞれの開集合Uλ, Vλが存在して，{Uλ × Vλ | λ ∈ Λ}
がX×Y の開被覆になったとする．x ∈ Xを任意にとり，固定する．X×Y
の部分空間 {x} × Y は Y と位相同型なので compactである．よって，有
限個の λ1 = λ1(x), · · · , λn = λn(x)(x)が存在して，

{x} × Y ⊂
n⋃

i=1

(Uλi
× Vλi

)

x 6∈ Uλi
のとき，({x}×Y )∩(Uλi

×Vλi
) = ∅だから，各 iについて，x ∈ Uλi

と仮定して一般性を失わない．Ux :=
⋂n

i=1 Uλi
は xの開近傍で，

Ux × Y = Ux ×
n⋃

i=1

Vλi
=

n⋃
i=1

(Ux × Vλi
) ⊂

n⋃
i=1

(Uλi
× Vλi

) (1.2)

{Ux | x ∈ X}はX の開被覆で，X は compactなので，X の有限開被覆
{Uxj

| j = 1, · · · ,m} がとれる．(1.2)より，

X × Y = (
m⋃
j=1

Uxj
)× Y =

m⋃
j=1

(Uxj
× Y ) =

m⋃
j=1

n⋃
i=1

(Uλi
× Vλi

)

よって，有限開被覆がとれた．
次に，{Oλ | λ ∈ Λ}が X × Y の開被覆になったとする．各 Oλ は

Uλ,µ×Vλ,µという形のµに関する和集合になる．{Uλ,µ×Vλ,µ | λ, µ}はX×Y
の開被覆だから，上に述べたことから有限開被覆 {Uλi,µj

×Vλi,µj
| 1 ≤ i ≤

n, 1 ≤ j ≤ m} がとれる．ゆえに⋃m
j=1 Uλi,µj

× Vλi,µj
| i = 1, · · · , n}は

有限開被覆になる．よって，{Oλi
}はX × Y の有限被覆になる．よって，

X × Y は compactである．
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次の定理は便利である．
定理 1.10. Xを compact位相空間，Y をHausdorff位相空間とする．こ
のとき，連続な全単射 f : X → Y は位相同型写像である．
証明. f が閉写像であることを言えばよい (問題 1.15)．X は compactだ
から，A ⊂ XをXの閉集合とすると，Aは compactである．f は連続だ
から f(A)は compactである (問題 1.13)．Y は Hausdorffだから，f(A)
は Y の閉集合である (補題 1.13)．よって，Y は閉写像になり，f は同相
写像になる．
問題 1.8の結果と上の命題から直ちに次が得られる．
命題 1.11. Xを compact位相空間，Y をHausdorff位相空間とする．連
続な単射 f : X → Y に対し，f : X → f(X)は同相写像である．
X が compactでないときには，Y がHausdorff空間であっても連続な
全単射 f : X → Y は位相同型写像とは限らない (問題 1.17を参照)．この
ことを踏まえて次の定義をする．
定義 1.12. f : X → Y を位相空間X,Y の間の単射連続写像とし，f(X)

に相対位相を入れる．連続な全単射 f : X → f(X)が位相同型写像にな
るとき，f : X → Y を埋め込みという．
問題 1.17. 写像 f : [0, 2π) → S1; θ 7→ eiθは連続な全単射であるが，逆写
像は連続ではないことを示せ．
補題 1.13. Hausdorff位相空間X の compact部分集合 AはX の閉集合
である．
証明. 主張を示すためにはX − Aが開集合であることを示せばよい．任
意の x ∈ X − Aをとり，固定する．任意の y ∈ Aに対し，x 6= yだから，
x, yのそれぞれの開近傍Uy, VyをUy ∩ Vy = ∅ととれる (XはHausdorff)．
{Vy | y ∈ A}は Aの開被覆で，Aは compactだから，有限開被覆 {Vyi |
i = 1, · · · ,m}が選べる．このとき，

A ⊂ V :=
m⋃
i=1

Vyi , Uyi ∩ Vyi = ∅

だから，U :=
⋂
Uyiとおくと，

A ∩ U = ∅, x ∈ U ⊂ X − A

ゆえに，X − Aは開集合である．
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上の補題の証明中の U, V の性質をまとめておこう．
系 1.14. AをHausdorff位相空間Xの compact部分集合とする．任意の
x ∈ X − Aに対し，xのXにおける近傍 U とAを含むXの開集合 V で
U ∩ V = ∅となるものが存在する．
問題 1.18. XをHausdorff位相空間，A,BをXの compact部分集合で，
A∩B = ∅ となるものとする．このとき，A,Bをそれぞれ含むXの開集
合O1, O2でO1 ∩O2 = ∅となるものが存在することを示せ．
位相空間 Gが同時に群であり，群演算 G × G → G; (a, b) 7→ abと

G→ G; a 7→ a−1 が連続になるとき，Gを位相群という．
問題 1.19. 位相空間Xに位相群Gが左から連続に作用しているとする．
このとき，連続な全射 π : X → G\Xは開写像であることを示せ．
すでに述べたように，Hausdorff位相空間の連続写像による像はHaus-

dorff空間とは限らない．そのため，与えられた位相空間がHausdorffで
あることを示すのは，難しい場合もある．次の命題は有用である．
命題 1.15. compact群GがHausdorff空間Xに連続に作用するとき，軌
道空間G\XはHausdorff空間になる．
証明. π : X → G\Xで自然な射影を表し，x, y ∈ Xを π(x) 6= π(y)とと
る．軌道Gx,Gyは compactだから，Xの開集合O1, O2を

O1 ∩O2 = ∅, Gx ⊂ O1, Gy ⊂ O2

ととれる（問題 1.18）．GのXへの作用は連続だから，任意の g ∈ Gに
対し，xのXにおける開近傍Ugと gのGにおける開近傍 Vgが存在して，
UgVg ⊂ O1(問題 1.6)．{Vg | g ∈ G}はGの開被覆で，Gは compactだか
ら，Gの有限開被覆{Vgi | 1 ≤ j ≤ m}がとれる．このとき，U1 =

⋂m
j=1 Ugj

は xのXにおける開近傍であり，

Gx ⊂ GU1 =
m⋃
j=1

Vgj

m⋂
k=1

Ugk ⊂
m⋃
j=1

VgjUgj (
m⋂
k=1

Ugk ⊂ Ugj)

⊂ O1

同様に，yの近傍U2をGy ⊂ GU2 ⊂ O2ととれる．π : X → G\Xは開写
像 (問題 1.19)だから，π(U1), π(U2)はそれぞれ π(x), π(y)のG\Xにおけ
る開近傍であり，GU1∩GU2 ⊂ O1∩O2 = ∅より，π(U1)∩π(U2) = ∅．ゆ
えに，G\XはHausdorff空間である．
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定理 1.16. Rnの部分集合 X が compactになるための必要十分条件は，
XがRnの有界閉集合になることである．

証明. まず，有界ではない部分集合 A ⊂ Rnは compactにならないこと
を示す．
Aは有界ではないから，任意の自然数 mに対し，‖xm‖ > mとなる
自然数 xm ∈ Aが存在する．Um = {x ∈ Rn | ‖x‖ < m}とおくと，
{Um | m ∈ N}はRnの開被覆だから，Aの開被覆でもある．{Um}の有限
部分集合 Ui1 , · · · , Uir の和集合はm := max{i1, · · · , ir}とおくと，Umに
一致する．xm 6∈ Umだから，{Um | m ∈ N}からAの有限開被覆が選べ
ない．よって，Aは compactではない．
上の主張の対偶をとると，「Xが compactならば，Xは有界」であるこ
とが示された．補題 1.13より「X が compactならば，X は閉集合」で
ある．
逆に，Xを有界閉集合であると仮定し，Xが compactであることを示
す．Xはある閉区間の直積に含まれる．問題 1.14の結果より，Xは閉区
間の直積の形であるとしてよい：

X = I0 = [a1, b1]× · · · × [an, bn]

さらに，命題 1.9より，n = 1でX = I0 = [a1, b1]としてよい．仮に I0
が compactでないと仮定して矛盾を導く．Rの開集合Uλ (λ ∈ Λ)が存在
して，I0 ⊂

⋃
Uλとなったとする．[a1,

a1+b1
2

]または [a1+b1
2
, b1]のうち少な

くともどちらか一方は有限個の {Uλ}で被覆されない．これを I1と書く
と，I1は I0の部分集合で，I1の長さ b1−a1

2
は I0の長さ b1 − a1の 1/2であ

る．I1に対し，同じ操作を行うと，次の条件を満たす有界閉区間の列が
とれる：

I0 ⊃ I1 ⊃ · · · ⊃ Im ⊃ · · · , (1.3)

Imの長さは Im−1の長さの 1/2, (1.4)

各 Imは有限個の {Uλ}で被覆されない (1.5)

(1.3), (1.4)より，1点 cが存在して，⋂ Im = {c}．c ∈ I0 ⊂
⋃
Uλより，λ

が存在して，c ∈ Uλ．Uλは Rの開集合だから，ϵ > 0が存在して，c ∈
U(c, ϵ) ⊂ Uλ．(1.3), (1.4)より，十分大きいmに対し，Im ⊂ U(c, ϵ) ⊂ Uλ．
これは，(1.5)に矛盾する．
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例 1.17. Sm = {x ∈ Rm+1 | ‖x‖ = 1}や V m = {x ∈ Rm | ‖x‖ ≤ 1}は
compactである．
例 1.18. O(m), SO(m)はRm2の compact部分集合である．U(m), SU(m)

はR2m2の compact部分集合である．
定理 1.19. compact位相空間X上で定義された実数値連続関数f : X → R
は最大値・最小値をとる．
証明. f(X)はRの compact部分集合である（問題 1.13，問題 1.8）．定
理 1.16より，f(X)はRの有界集合だから下限 inf f ∈ Rと上限 sup f ∈ R
が存在する．再び，定理 1.16より f(x)は Rの閉集合だから，max f =

sup f,min f = inf f が成り立つ．
位相空間Xが弧状連結であるとは，任意の二点 x, y ∈ Xに対して，連
続写像 c : I = [0, 1] → Xで c(0) = x, c(1) = yとなるものが存在するとき
をいう．弧状連結位相空間X の連続写像 f による像 f(X)は弧状連結に
なる．
例 1.20. n ≥ 1のとき，Rnは弧状連結である．また，n ≥ 1のとき，Sn

は弧状連結である．
問題 1.20. Xを弧状連結位相空間，Y を位相空間，f : X → Y を全射連
続写像とすると，Y も弧状連結位相空間となることを示せ．
問題 1.21. 弧状連結位相空間X の任意の二点 x, y ∈ X について，それ
らの基本群 π1(X, x)と π1(X, y)は群として同型になることを示せ．
問題 1.22. 次を示せ．compact弧状連結位相空間 X 上で定義された連
続関数 f : X → R の像 f(X)はある有界閉区間 [m,M ]に一致する：
f(X) = [m,M ]．
定義 1.21. 位相空間 X が σ compactであるとは，X が高々可算個の
compact部分集合Kiで覆える場合をいう．
例 1.22. compact位相空間は σ compactである．Rnは compactではな
いが，σ compactである．
問題 1.23. [実射影空間] x ∈ Rm+1 − {0}に対し，xと原点を通る直線を
π(x) = Rxと表す．RPm := {π(x) | x ∈ Rm+1−{0}} = (Rm+1−{0})/ ∼
とおき，実射影空間という．ただし，x ∼ y ⇔ π(x) = π(y)．RPmに商
位相を入れる．次を示せ．
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(1) 連続な全射 π : Rm+1 − {0} → RPm; x 7→ π(x)は開写像である．

(2) 全射 π|Sm : Sm → RPm; x 7→ π(x)は連続な開写像である．

(3) RPmは compactである．

(4) Ui := {x = (x1, · · · , xm+1) ∈ Sm | xi > 0}とおくと，{π(Ui) | i =
1, · · · ,m+ 1}はRPmの有限開被覆である．

(5) 次の写像は位相同型写像である．

φi : π(Ui) → Rm; [(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xm+1)]

7→
(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
· · · , xm+1

xi

)
(6) O(m+1)は自然にSmに作用する．この作用は推移的である．さら
にこの作用は O(m + 1)の RPmへの作用を誘導する．この作用も
推移的である．この作用の [em+1] ∈ RPmにおけるイソトロピー部
分群O(m+ 1)[em+1]は

O(m+ 1)[em+1] =

{(
A 0

0 ϵ

)∣∣∣∣∣ A ∈ O(m),

ϵ = ±1

}
= O(m)× {±1}

命題 1.23. 実射影空間RPmはHausdorff空間である．

証明. x, y ∈ Sm, π(x) 6= π(y)とする．このとき，y 6= ±x．SmはHausdorff

だから，xの開近傍U1, U2と yの開近傍 V1と−yの開近傍 V2でU1∩V1 =
∅, U2 ∩ V2 = ∅となるものが存在する．U := U1 ∩ U2, V := V1 ∩ (−V2)
とおくと，U, V はそれぞれ x, yの開近傍である．π|Sm は開写像だから，
π(U), π(V )はそれぞれ π(x), π(y)の開近傍である．U, V の定め方から，
U ∩ V = ∅, U ∩ (−V ) = ∅．よって，π(U) ∩ π(V ) = ∅が成り立つ．

例 1.24. [複素射影空間CPm]z ∈ Cm+1−{0}に対し，zを含むCm+1の複
素 1次元部分空間を π(z) = Czと表す．CPm = {π(z) | z ∈ Cm+1 − {0}}
とおき，CPmを複素射影空間という．自然な射影π : Cm+1−{0} → CPm

により CPmに商位相を入れる．S2m+1 = {z ∈ Cm+1 | ‖z‖ = 1}とおく
と，π|S2m+1 : S2m+1 → CPmは全射連続写像になる．これにより，CPm

は compactになる．さらに次が成り立つ．
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(1) z ∈ S2m+1に対し，π−1π(z) = U(1)z．
ただし，U(1) = {z ∈ C | ‖z‖ = 1}．

(2) π|S2m+1 : S2m+1 → CPmは開写像である．

(3) CPmは compact弧状連結Hausdorff空間である．

(4) U(m+1)は自然にS2m+1に作用する．この作用は推移的である．さ
らにこの作用は U(m + 1)の CPmへの作用を誘導する．この作用
も推移的である．この作用の [em+1] ∈ CPmにおけるイソトロピー
部分群 U(m+ 1)[em+1]は

U(m+ 1)[em+1] =

{(
A 0

0 B

)∣∣∣∣∣ A ∈ U(m),

B ∈ U(1)

}
= U(m)× U(1)

証明. x, y ∈ S2m+1に対し，

π(x) = π(y) ⇔ α ∈ Cが存在して y = αx

⇔ α ∈ U(1)が存在して y = αx

(1) π−1(π(z)) = {z ∈ Sm+1 | π(w) = π(z)} = {αz | α ∈ U(1)} = U(1)z

(2) 開集合 U ⊂ S2m+1に対し，

π−1(π(U)) = {z ∈ Sm+1 | π(z) ∈ π(U)} = U(1) · U =
⋃

α∈U(1)

αU

αUは開集合だから，π−1(π(U))はS2m+1の開集合である．よって，π|S2m+1 :

S2m+1 → CPmは開写像である．
(3) S2m+1は compact（例 1.17）で，π : S2m+1 → CPmは全射連続写
像だから，CPm = π(S2m+1)は compactである (問 1.13)．
compact位相群 U(1)は S2m+1に連続に作用する．S2m+1は Hausdorff

位相空間で，CPm = S2m+1/ ∼= S2m+1/U(1)だから，命題 1.15より，
CPmはHausdorff空間である．
(4) U(m+ 1) ↷ S2m+1が推移的になることをm = 0, 1, 2, · · · に関する
数学的帰納法で示す．m = 0のとき，U(1) ↷ S1 = U(1)だから主張は
成り立つ．m − 1のとき主張は成り立つと仮定して，mのときを考察す
る．自然に U(m) ⊂ U(m+ 1),Cm ⊂ Cm+1と見なす．数学的帰納法の仮
定より，任意の z ∈ S2m+1に対し，g1 ∈ U(m) ⊂ U(m + 1)が存在して，
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g1z =


0
...

0

zm
zm+1

 (zm ∈ R, zm+1 ∈ C)と言う形になる．m = 0のとき主張

は成立するから，g2 ∈ U(1) ⊂ U(m+ 1)が存在して，

(g2g1)z = g2(g1z) = g2


0
...

0

zm
wm+1

 (wm+1 ∈ R)

という形になる．SO(2) ⊂ U(m+1)はS1に推移的に作用するから，g3 ∈
SO(2)が存在して，

g3(g2g1z) =


0
...

0

1

 =: em+1

ゆえに， U(m+1) ↷ S2m+1は推移的である．π|S2m+1 : S2m+1 → CPmは
全射だから，任意の z ∈ CPmに対し，x ∈ S2m+1が存在して，z = π(x)．
上で述べたことから，g ∈ U(m+ 1)が存在して，gx = em+1．このとき，
gz = gπ(x) = π(gx) = π(em+1)．ゆえに，U(m + 1) ↷ CPmも推移的で
ある．U(m+ 1)[em+1]の表示は明らかである．

1.2 ホモトピー
Iで閉区間 [0, 1]を表す：I = [0, 1]．
X,Y を位相空間とする．2つの連続写像 f, g : X → Y に対し，

F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x)

を満たす連続写像F : X× I → Y が存在するとき，fと gはホモトープで
あるといい，f ' gと表す．また，F を f と gを結ぶホモトピーという．
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補題 1.25. Xと Y を位相空間とする．上の'はXから Y への連続写像
全体のなす集合の上の同値関係である．
証明. f, g, h : X → Y を連続写像とする．
(i) F (x, t) = f(x)と定義すると，F は f と f を結ぶホモトピーである．
よって，f ' f．
(ii) f ' gとすると f と gを結ぶホモトピー F が存在する．G(x, t) =

F (x, 1−t)とおくと，Gは gと fを結ぶホモトピーになる．よって，g ' f．
(iii) f ' g, g ' hと仮定すると，f と gを結ぶホモトピー F と，gと h

を結ぶホモトピーG が存在する．このとき，

H(x, t) =

{
F (x, 2t) (0 ≤ t ≤ 1/2),

G(x, 2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)

と定めると，F (x, 1) = g(x) = G(x, 0)より，Hは連続である．H(x, 0) =

F (x, 0) = f(x), H(x, 1) = G(x, 1) = h(x)だから，Hは f と hを結ぶホモ
トピーである．ゆえに，f ' h．
補題 1.26. X,Y, Zを位相空間とし，f, g : X → Y をホモトープな 2つの
連続写像とする：f ' g．
このとき，次の (1), (2)が成り立つ：
(1) 任意の連続写像 h : Z → Xに対し，fh ' gh : Z → Y

(2) 任意の連続写像 k : Y → Zに対し，kf ' kg : X → Z

証明. (1) Z × I → Y ; (z, t) 7→ F (h(z), t)は fhと ghを結ぶホモトピーに
なる．
(2) X × I → Z; (x, t) 7→ k(F (x, t))は kf と kgを結ぶホモトピーにな
る．
定義 1.27. X,Y を位相空間とする．連続写像F : X → Y がホモトピー同
値写像であるとは，連続写像G : Y → Xが存在して，F ◦G ' 1Y , G◦F '
1X となるときをいう．ホモトピー同値写像 F : X → Y が存在するとき，
Xと Y をホモトピー同値という．
位相同型写像は明らかにホモトピー同値写像になる．
問題 1.24. M1,M2, N1, N2を位相空間とする．M1とM2はホモトピー同
値，N1とN2はホモトピー同値ならば，M1×N1とM2×N2はホモトピー
同値になることを示せ．
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補題 1.28. 2つの位相空間X,Y の間の連続写像 F : X → Y が左及び右
ホモトピー逆写像 L,R : Y → Xをもつとする： LF ' 1X , FR ' 1Y．
このとき，F : X → Y はホモトピー同値写像である．
証明. FL ' 1Y を示せばよい．まず，R ' Lを示す．(LF )R = L(FR)

より
R = 1XR ' (LF )R (補題 1.26, (1))

= L(FR)

' L1Y (補題 1.26, (2))

= L

補題 1.26より，L ' R．これを用いて，
FL ' FR (補題 1.26, (2))

' 1Y

再度，補題 1.26を用いて FL ' 1Y．
次の定理から，ホモトピー同値な位相空間の基本群は同型であること
がわかる．
定理 1.29. F : X → Y が二つの位相空間X,Y の間のホモトピー同値写
像であるとき，任意の x0 ∈ X に対し，F∗ : π1(X, x0) → π1(Y, F (x0))は
群の同型写像になる．
定義 1.30. 位相空間Xが可縮であるとは，Xが一点にホモトピー同値で
ある場合をいう．
定義 1.31. 弧状連結位相空間X が単連結であるとは，ある x ∈ X につ
いて，π1(X, x) = {1}となる場合をいう．
上記定義において，Xは弧状連結と仮定しているから，定義中の「あ
る」は「任意の」に置き換えても同じことである．
命題 1.32. 可縮な位相空間Xは単連結である．
証明. Xを可縮な位相空間とする．x ∈ Xをとり，固定する．ホモトピー
同値写像 f : X → {x}; y 7→ x, g : {x} → X; x 7→ g(x) が存在する：連続
写像 F : X × [0, 1] → X,G : {x} × [0, 1] → {x};G(x, t) = xが存在して，

x = G(x, t) = (gf)(x) = g(x),

F (y, 0) = y, F (y, 1) = (gf)(y) = g(x) = x
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第二式から x, y ∈ Xが連続曲線で結べたので，Xは弧状連結である．定
理 1.29より，ホモトピー同値写像 f は基本群の同型写像 f∗ : π1(X, x) →
π1({x}, x) = {1}を誘導するから，π1(X, {x}) = {1}．

ホモトピー同値の特別なものとして次に述べる変位レトラクトがある．

定義 1.33. Xを位相空間，A ⊂ Xとする．連続写像 r : X × I → Xが次
を満たすとする．

(1) 任意の x ∈ Xに対し r(x, 0) = x

(2) 任意の x ∈ Xに対し r(x, 1) ∈ A

(3) 任意のa ∈ A, t ∈ Iに対し，r(a, t) = a

A

X

このとき，rをAのXにおける変位レトラクションという．X,Aに対
し，変位レトラクトが存在するとき，AをXの変位レトラクトという．

例 1.34. 円周 S1 × {0} は
円柱 C = S1 × [−1, 1] の変位
レトラクトである．変位レトラク
ションは

C × [0, 1] → C;

((eiθ, s), t) 7→ (eiθ, (1− t)s)

で与えられる．

S1 × {0}C

例 1.35. [Möbiusの帯] 一般に直線または線分の運動によって作られる曲
面を線織面 (せんしきめん)という．

Mb : r(s, t) = 2(cos 2t, sin 2t, 0) + s(cos 2t cos t, sin 2t cos t, sin t),

(0 ≤ t ≤ π,−1 ≤ s ≤ 1)

で定義される曲面は tを固定するごとに線分になるから線織面である．こ
れをMöbiusの帯という．
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t0 を 固 定 す る ご と に 線 分
r(s, t0) (−1 ≤ s ≤ 1) の長さ
は 2になる．この線分の中点は t0
を動かすと，xy平面内の原点を中
心とする半径 2の円周 r(0, t)にな
る．(右図は，Möbius の帯を真上
（z軸の正の方向）から見たもので
ある)

r(1, t)や r(−1, t)の動きを見ると，
Möbiusの帯は下の図のようなゴム
のように伸縮できる素材でできた中
身の詰まった長方形の ↑と ↓を貼り
合わせた図形であるとわかる．半径
2の円周 S1(2)はMbの変位レトラ
クトである．

x

y

O

補題 1.36. X を位相空間，B ⊂ A ⊂ X と
する．AがXの変位レトラクト，BがAの
変位レトラクトならば，BはXの変位レト
ラクトである．

A

X

B

証明. AはXの変位レトラクトだから，連続写像 r : X × I → Xが存在
して，
(1) r(x, 0) = x (x ∈ X)
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(2) r(x, 1) ∈ A (x ∈ X)

(3) r(a, t) = a (a ∈ A, t ∈ I)

BはAの変位レトラクトだから，連続写像 s : A× I → Aが存在して，

(4) s(a, 0) = a (a ∈ A)

(5) s(a, 1) ∈ B (a ∈ A)

(6) s(b, t) = b (b ∈ B, t ∈ I)

写像 u : X × I → Xを

u(x, t) =

{
r(x, 2t) (0 ≤ t ≤ 1/2),

s(r(x, 1), 2t− 1) (1/2 < t ≤ 1)

と定める．s(r(x, 1), 0) = r(x, 1)だから，uは連続である．さらに，

(7) (1)より u(x, 0) = r(x, 0) = x (x ∈ X)

(8) (2)より r(x, 1) ∈ A (x ∈ X). (5)より u(x, 1) = s(r(x, 1), 1) ∈ B

(9) B ⊂ Aだから，(3)より 0 ≤ t ≤ 1/2のとき，u(b, t) = r(b, 2t) =

b (b ∈ B)．B ⊂ Aだから，b ∈ B に対し，(3)より r(b, 1) = b．
1/2 < t ≤ 1のとき，(6)より

u(b, 1) = s(r(b, 1), 2t− 1) = s(b, 2t− 1) = b

ゆえに主張が成り立つ．

命題 1.37. X を位相空間，A ⊂ X とする．AがX の変位レトラクトな
らば，包含写像 i : A → Xはホモトピー同値写像である．特に，AとX

はホモトピー同値である．

証明. ホモトピー同値写像を構成する．包含写像 i : A → X は連続であ
る．f : X → A; x 7→ r(x, 1)も連続である．a ∈ Aに対し，(f ◦ i)(a) =
r(a, 1) = aだから，f ◦ i = 1A．x ∈ X に対し，(i ◦ f)(x) = r(x, 1)．
r : X × I → Xは 1X と i ◦ f を結ぶホモトピーになる．ゆえに，iはホモ
トピー同値写像であり，i ◦ f ' 1X．
定理 1.29と命題 1.37から次が得られる．
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系 1.38. 上の命題の仮定の下で，任意の a0 ∈ Aに対し，i∗ : π1(A, a0) →
π1(X, a0) は群の同型写像である．
例 1.39. 例 1.34より，円柱C = S1 × [−1, 1] について，

π1(C) = π1(S
1) = Z.

例 1.40. 例 1.35より，Möbiusの帯Mbについて，
π1(Mb) = π1(S

1) = Z.

上記二例において，π1(S1) = Zであることを用いた．c(t) := e2πit (0leqt ≤
1)とおくと，

Z → π1(S
1);n 7→ [c(t)n]

は群の同型写像になる．よって，任意の連続曲線 α : I = [0, 1] → S1, α(0) =

α(1) に対し，一意に n ∈ Zが存在して，[α] = [cn]が成り立つ．このと
き，nをαの写像度といい，n = degαと表す．αの写像度は，αが S1を
反時計回りに（正味）回転した回数を表している．
系 1.38の応用として，次の印象的な定理を示そう．
定理 1.41. [Browerの不動点定理] 連続写像 f : V 2 → V 2 は不動点をも
つ．ただし，V 2 = {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1}．
証明. 仮に f が不動点をもたないとしてみる．
任意のx ∈ V 2について，f(x) 6= x．
xと f(x)を結ぶ線分を xの方に延
長し，S1 = {x ∈ V 2 | ‖x‖ = 1}と
の交点を φ(x)と定めることができ
る．t ≥ 0が存在して，

φ(x) = f(x) + t(x− f(x))

= tx+ (1− t)f(x)

f(x)

x

φ(x)

これを ‖φ(x)‖2 − 1 = 0に代入し，tに関する 2次方程式
‖x− f(x)‖2t2 − 2(‖f(x)‖2 − 〈x, f(x)〉)t− (1− ‖f(x)‖2) = 0

が得られる．これを解いて，

(0 ≤)t =: t(x) =
b+

√
b2 + ac

a
, ただし

a = ‖x− f(x)‖2 > 0, b = ‖f(x)‖2 − 〈x, f(x)〉, c = 1− ‖f(x)‖2 > 0
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よって，φ(x) = t(x)x + (1 − t(x))f(x) : V 2 → S1 は連続関数である．
φ|S1 = 1S1だから，r : V 2×I → V 2; (x, t) 7→ tφ(x)+(1−x)xは，V 2のS1

への変位レトラクションとなる．系 1.38より，{0} = π1(V
2) = π1(S

1) = Z
となり，矛盾が起こる．
π1(S

1) = Zを応用して次も示せる．
定理 1.42 (代数学の基本定理 (Gauss)). n = 1, 2, · · · を自然数とし，複素
数を係数とする n次多項式

P (z) = a0 + a1z + · · ·+ an−1z
n−1 + zn (a0, a1, · · · , an−1 ∈ C)

を考える．代数方程式 P (z) = 0はC内に解をもつ．
これを示すために，次の補題を準備する：
補題 1.43. 連続関数 P : C → Cは，あるR > 0に対し，P (z) 6= 0 (|z| ≤
R)を満たすとする．0 ≤ r ≤ Rに対し，連続関数 αr : I → S1を

αr(s) :=
P (re2πis)

|P (re2πis)|
· |P (r)|
P (r)

と定める．このとき，0 ≤ r ≤ Rによらず，deg αr = 0．
この補題は，上記の仮定を満たす関数 P は定数関数 ( 6= 0)と似た振舞
いをするということを意味している．
証明. αr(s)は α0(s) = 1 (定値写像), αr(0) = αr(1) = 1を満たす．連続
写像 F : I × I → S1を

F (s, t) =
P ((1− t)re2πis)

|P ((1− t)re2πis)|
· |P ((1− t)r)|
P ((1− t)r)

と定めると，F (s, 0) = αr(s), F (s, 1) = 1 = α0(s), F (0, t) = 1．ゆえに，
F は定値写像 α0と αrを結ぶ端点を固定したホモトピーとなる．よって，
deg αr = deg α0 = 0．
代数学の基本定理の証明. (r ≥ 0が十分大きいとき，P (reiθ)は，a0 =

· · · = an−1 = 0とおいた (reiθ)nと似た振る舞いをするはずである．) rが
十分大きいとき，|P (reiθ)| > 1

2
rn となることを示す．実際，

|P (reiθ)| = |a0 + a1re
iθ + · · ·+ an−1(re

iθ)n−1 + (reiθ)n|
≥ |(reiθ)n| − |a0 + a1re

iθ + · · ·+ an−1(re
iθ)n−1| (|α + β| ≥ |α| − |β|)

≥ 1

2
rn +

(
1

2
rn − (|a0|+ |a1|r + · · ·+ |an−1|rn−1)

)
> 0
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十分大きい r ≥ 0に対し，連続関数 I × I → Cを

G(s, t) := (1− t)P (re2πis) + trne2πisn = P (re2πis)− t

n−1∑
j=0

aj(re
2πis)j

と定める．このとき，G(s, t) 6= 0を示す．実際，

|G(s, t)| ≥ |P (re2πis)| − t|
n−1∑
j=0

aj(re
2πis)j| (|α + β| ≥ |α| − |β|)

≥ 1

2
rn −

n−1∑
j=0

|aj|rj > 0

そこで，十分大きい r ≥ 0に対し，連続写像H : I × I → S1を

H(s, t) :=
G(s, t)

|G(s, t)|
· |G(0, t)|
G(0, t)

と定めると，H(0, t) = H(1, t) = 1,

H(s, 0) =
G(s, 0)

|G(s, 0)|
· |G(0, 0)|
G(0, 0)

=
P (re2πis)

|P (re2πis)|
· |P (r)|
P (r)

=: αr(s), (1.6)

H(s, 1) =
G(s, 1)

|G(s, 1)|
· |G(0, 1)|
G(0, 1)

= e2πisn =: β(s)

よって，n = degβ = degαrが得られる（ここまで予想通り）．
仮に,{z ∈ C | P (z) = 0} = ∅になったととすると，補題 1.43のR > 0を
いくらでも大きくとれる．よって補題 1.43より，n = degαr = degα0 = 0

となり，矛盾が得られた．

1.3 胞体分割
XをHausdorff空間とする．

♥ [（少し長めの）導入] X を次のようにいくつかの頂点，辺，面,· · · に
分割したい：

X =頂点 1∪頂点 2∪· · ·∪辺 1∪辺 2∪· · · · · ·∪面 1∪面 2∪· · · (互いに素)

ただし，頂点，辺，面のイメージは次である．
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頂点 辺

面
これらが定義できたとして，頂点，辺，面をそれぞれXの 0次元，1次
元，2次元胞体という．一般の位相空間 k次元胞体を定義するためには，
とりあえず次のようにすればよいことが思いつく．

Ek = {x ∈ Rk | ‖x‖ < 1}

とおく．A ⊂ XがXの k次元胞体であるということを，AはEkに位相
同型と仮に定義してみる．位相同型写像 φ : Ek → A を A の特性写像と
仮に呼ぶ．Xの胞体写像の全体を {φλ : En(λ) → en(λ) | λ ∈ Λ}（ただし，
en(λ) は X の n(λ) 次元胞体）と表すと，はじめに述べた等式は

X =
⋃
λ∈Λ

en(λ) (互いに素)

となる．これをXの胞体分割と仮に呼ぶ．Xの p次元以下の胞体の和集
合XpをXの p-スケルトンという：

Xp :=
⋃

n(λ)≤p

en(λ)

たとえば，次のように分解したい：

= ∪ ∪ ∪

よく観察すると，上で述べた一般的な事柄は，この例のもつ特徴をう
まく反映していないことがわかる．なぜなら，上の胞体分割の仮の定義
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では，次元の異なる胞体の間に何の関係もなくバラバラであるのに対し，
例の場合には

各 n次元胞体の「ヘリ」⊂ Xn−1

が成り立っているからである．n次元胞体の「ヘリ」を定義するために
は，胞体写像と胞体の定義を後述のように変更すればよいことに気付く．
このようにして以下の定義に到達する．[導入終] ♥

V nからXへの連続写像 φnで φn|En : En → en := φn(E
n)が位相同型

写像となるものを enの特性写像という．enをXの n次元胞体1という．0

次元胞体はX の点のことであると約束し，0次元胞体には特性写像は考
えない．
例 1.44. X = V nのとき，EnはV nのn次元胞体で，恒等写像 i : V n → X

はEnの特性写像である．
定義 1.45. {φλ : V n(λ) → X | λ ∈ Λ} を X の特性写像の族とする．
en(λ) := φλ(E

n(λ))とおく．これらが

X =
⋃
λ∈Λ

en(λ) (互いに素), (1.7)

φλ(S
n(λ)−1) ⊂ Xn(λ)−1 :=

⋃
m≤n(λ)−1

em (1.8)

を満たすとき，(1.7)をXの胞体分割という．また，Xを胞体 {en(λ)}を
もつ胞複体という．このとき，

Xp :=
⋃

n(λ)≤p

en(λ)

とおき，XpをXの p-スケルトンという．
(1.7)と (1.8)より，

en(λ) ∩ φ(Sn(λ)−1) = ∅ (1.9)

Λが有限集合のとき，(1.7)をXの有限胞体分割，Xを有限胞複体という．
例 1.46. 1点からなる集合X = {x}は，これ自身でXの胞体分割になる．
例 1.47. X = I = [0, 1]のとき，e01 = {0}, e02 = {1}, e1 = (0, 1)とおくと，
X = e01 ∪ e02 ∪ e1はXの胞体分割になる．

1φn(V
n − En)が [導入]で述べた「ヘリ」になる．

28



証明. 恒等写像 i : I → X は e1 の特性写像であり，İ = {0, 1}だから，
i(İ) = {e01, e02} = X0となっている．他の条件は明らかに満たされる．
例 1.48. X = Rのとき，n ∈ Zに対し，e1n = (n, n+1), e0n = {n} とおく
と，X =

⋃
n∈Z(e

1
n ∪ e0n)はXの胞体分割になる．

証明. φn : V 1 = [−1, 1] → X; t 7→ 1
2
(t + 1) + nは同相写像 φn : E1 =

(−1, 1) → e1nを誘導する．よって，φnは e1nの特性写像である．さらに，

φn(S
0) = {e0n, e0n+1} ⊂ X0 =

⋃
m∈Z

e0m

となる．他の条件は明らかに満たされる．
例 1.49. X = Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}のとき，e0 = {(0, · · · , 0, 1)}, en =

Sn − e0 とおくと，Sn = e0 ∪ enは Snの胞体分割になる．
証明. 連続写像 φ : V n = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} → Snを

φ : V n → Sn; x 7→ (2
√

1− ‖x‖2x, 2‖x‖2 − 1)

と定める．このとき，

‖φ(x)‖2 = 4(1− ‖x‖2)‖x‖2 + (2‖x‖2 − 1)2

= 4‖x‖2 − 4‖x‖4 + 4‖x‖4 − 4‖x‖2 + 1 = 1

だから，確かにφ(x) ∈ Snとなっている．また，φ(x) ∈ e0 ⇔ x ∈ Sn−1 =

∂V n．φ|En : En → enは単射になる．連続写像 ψ : en → Enを

ψ : en → En; (y1, · · · , yn, yn+1) 7→
1√

2
√
1− yn+1

(y1, · · · , yn)

と定めると，φ|Enとψは互いに逆写像になる．よって，φ|En : En → en

は位相同型写像になる．ゆえに，enは Snの n次元胞体で，φはその特性
写像になる．φ(∂V n) = e0 = Xn−1となる．他の条件は明らかに満たされ
る．
補題 1.50. 胞複体X =

⋃
λ∈Λ

eλはHausdorff空間とする．このとき，Xの

各胞体 eに対し，その特性写像を φ : V n → Xとすると，φ(V n) = ē．
証明. V nは compact (定理 1.16) だから，問題 1.9において，f = φ,A =

Enとおくと主張が得られる．
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例 1.51. 円周S1の k個のコピーS1
1 , · · · , S1

kを 1点で束ねた図形を k ブー
ケといい，S2

1 ∨ · · · ∨ S1
kで表す：

N = (1, 0) ∈ S1, S1
i = {(x, i) | x ∈ S1} (i = 1, · · · , k)

とおくとき，

S2
1 ∨ · · · ∨ S1

k =
k∐

i=1

S1
i /{(N, 1) = · · · = (N, k)}

下図は，2-ブーケ (左)と 5-ブーケ (右)である．

k ブーケの胞体分割は

S2
1 ∨ · · · ∨ S1

k = e0 ∪ e11 ∪ · · · ∪ e1k︸ ︷︷ ︸
k

である．
kブーケの基本群は k個の文字 x1, · · · , xkで生成される自由群 Fk に同
型である：

π1(S
2
1 ∨ · · · ∨ S1

k) = Fk = 〈x1, · · · , xk〉

[参考 1] k-ブーケを平面内の曲線として実現したときの一つの表示式は，
極座標によって

r(θ) = 1 + cos(kθ)(≥ 0) (0 ≤ θ ≤ 2π)

によって与えられる．この曲線が k-ブーケであることは

r(θ) = 0 (0 ≤ θ < 2π) ⇔ cos(kθ) = −1 ⇔ kθ ∈ π + 2πZ

⇔ θ =
1

k
(1 + 2m)π (m = 0, 1, · · · ,m− 1)
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となることから確かめられる．
[参考 2] k-ブーケのホモロジー群：

C2 = {0} ∂=0−→ C1
∂=0−→ C0 = Z[e0]

∂=0−→ C−1 = {0}

だから，Z1 = C1 ⊃ B1 = {0}, Z0 = C0 ⊃ B0 = {0}．よって

H1 = C1 = Z[e11]⊕ · · · ⊕ Z[e1k] ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z, H0 = C0 = Z[e0] ∼= Z

例 1.52. 自由群 Fk = 〈x1, · · · , xk〉の可換化 F ab
k (Fk に規則 xy = yx を

組み込んだもの) は Zk に同型である．実際，F ab
k → Zk; xm1

1 · · · xmk
k 7→

(m1, · · · ,mk)は群の同型写像を与える．

定義 1.53. X =
⋃

λ∈Λ eλを包複体とする．部分集合Λ′ ⊂ Λに対し，A :=⋃
λ∈Λ′ eλ が再び胞複体になるとき，AをXの部分複体という．

例 1.54. 例 1.48において，閉区間 [0, 1]はX = Rの部分複体であるが，
(0, 1]は部分複体ではない．

例 1.55. Hausdorff位相空間XはX =
⋃

x∈X{x}によって胞体分割になる．

上の例は今までの例と異なる性質をもつ．これまであげた例では最大
次元胞体がXの開集合になっていた．胞複体に次のCW性を課すと最大
次元胞体がXの開集合になることが示される (命題 1.61)．

定義 1.56. 胞複体X =
⋃

λ∈Λ eλがCW複体であるとは，次の条件 (C),

(W)を満たす場合をいう．

(C) Xの各胞体 eに対し，eを含むXの有限部分複体が存在する．

(W) F ⊂ Xに対し，

F はXの閉集合⇔ Xの各胞体 eについて，F ∩ ēが ēの閉集合

(W)中の⇔は⇐と置き換えても同じことである．

補題 1.57. 定義 1.56の条件 (W)は

(W’) F ⊂ Xに対し，

F はXの開集合⇐ Xの各胞体 eについて，F ∩ ēが ēの開集合

31



に置き換えても同じことである．
証明. ē− F ∩ ē = ē ∩ (X − F )より明らかである．
例 1.58. Hausdorff位相空間Xに対し，X =

⋃
x∈X{x}がCW複体⇔ X

は離散位相空間．
証明. {x}は{x}を含むXの有限部分複体だから，胞体分割X =

⋃
x∈X{x}

に対し，条件 (C)は常に満たされる．(⇐)はXの任意の部分集合が開集
合だから，明らかに成り立つ．そこで，(⇒)を示す．{x}がXの開集合
であることを言えばよい．XはHausdorffなので，各胞体 {y}は閉集合，
よって，{y} = {y}．これを用いて

{x} ∩ {y} = {x} ∩ {y} =

{
∅ (x 6= y),

{y} (x = y)

x 6= y, x = yいずれの場合も {x} ∩ {y}は {y}の開集合である．よって，
Xは離散位相空間である．
補題 1.59. 有限胞複体XはCW複体である．
証明. 有限胞複体XはCW複体の条件 (C)を明らかに満たすから，条件
(W)を満たすことをいう．Xの各胞体 eに対し，F ∩ ēが ēの閉集合と仮定
する．ēはXの閉集合だから，F ∩ ēはXの閉集合でもある．X =

⋃
λ∈Λ eλ

より，
F = F ∩

⋃
λ∈Λ

ēΛ =
⋃
λ∈Λ

(F ∩ ēλ)

Λは有限集合だから，F はXの閉集合である．
補題 1.60. X を Hausdorff空間である胞複体とする．X の任意の胞体 e

に対し，eは ēの開集合である．
証明. eの特性写像を φ : V m → Xとする．このとき，

e = φ(Em) = φ(V m − Sm−1) = φ(V m)− φ(Sm−1) ((1.9)より)

= ē− φ(Sm−1) (補題 1.50)

= ē ∩ (X − φ(Sm−1))

Sm−1は compact(定理 1.16)であり，φは連続だから，φ(Sm−1)も compact

である (問題 1.13)．XはHausdorffだから，φ(Sm−1)はXの閉集合であ
る (補題 1.13)．よって，X − φ(Sm−1)はXの開集合であり，eは ēの開
集合である．
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命題 1.61. Hausdorff空間である CW複体X の最高次元の胞体 enはX

の開集合である．

証明. XはCW複体だから，Xの任意の胞体 eに対し，ē∩ enが ēの開集
合であることを示せばよい (補題 1.57)．eの特性写像を φ : V m → X と
する．このとき，

ē = φ(V m) (補題 1.50)

= φ(Sm−1 ∪ Em) = φ(Sm−1) ∪ φ(Em) = φ(Sm−1) ∪ e

φ(Sm−1) ⊂ Xm−1で，enは最高次元の胞体だから，

ē ∩ en = e ∩ en =

{
e (en = e),

∅ (en 6= e)

補題 1.60より，ē ∩ enは ēの開集合である．

特に，CW複体 X が多様体ならば，最高次元の胞体 en に対し，n =

dimX．
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定義 1.62. Hausdorff位相空間Xと
連続写像 ν : V̇ n = Sn−1 → X が与え
られたとする．位相和X∪V nにおい
て p ∈ Sn−1と ν(p) ∈ X を同一視す
る同値関係∼を入れる．(X∪V n)/ ∼
に商位相を入れた位相空間をX∪ν e

n

と表し，Xに n次元胞体 enを写像 ν

で接着した空間という．

X ∪ν e
n := (X ∪ V n)/ ∼

Sn−1は compact(例 1.17)で νは連続
だから，ν(Sn−1)も compactである
(問題 1.13)．X は Hausdorff位相空
間だから ν(Sn−1)はXの閉集合であ
る (補題 1.13)．

Sn−1

V n

⇓

X

X ∪ν e
n

ν

問題 1.25. 次を示せ．compact位相空間X に n次元胞体 enを写像 νで
接着した空間X ∪ν e

n = (X ∪ V n)/ ∼は compactである．
問題 1.26. X = V n

+ = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}に enを包含写像 ι : Sn−1 → X

により，接着した空間X ∪ι e
nは Snに位相同型であることを示せ．

補題 1.63. Hausdorff位相空間Xに n次元胞体 enを連続写像 ν : Sn−1 →
Xにより接着した空間をX ∪ν e

nとする．π : X ∪ V n → X ∪ν e
nで射影

を表す．このとき，次が成り立つ：
(1) π|X : X → π(X)により，Xと π(X)は位相同型である．

(2) π|En : En → en = X ∪ν e
n − π(X)により，Enと enは位相同型で

ある．
証明. πは連続だから，π|X , π|Enは連続である．π|X , π|Enは全単射だから，
証明すべきことは π|X , π|Enが開写像になることである (問題 1.15)．
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(1) U ⊂ XをX の開集合とする．π(U)が π(X)の開集合であることを
示せばよい．ν : Sn−1 → Xは連続だから，ν−1(U)は Sn−1の開集合であ
る．よって，V nの開集合W が存在して，

ν−1(U) = Sn−1 ∩W. (1.10)

このとき，U ∪W はX ∪V nの開集合である．次の (a), (b)を示せばよい．
(a) π−1(π(U ∪W )) = U ∪W．
(b) π(U) = π(U ∪W ) ∩ π(X).

実際,(a), (b)が示されたとすると，(a)より π(U ∪W )はX ∪ν e
n の開

集合となる．(b)より，π(U)は π(X)の開集合となる．そこで (a), (b)を
示そう．
(a)については，まず，

π−1(π(U ∪W )) = {x ∈ X ∪ V n | π(x) ∈ π(U ∪W )} ⊃ U ∪W

⊂を示すために，x ∈ X ∪ V n が π(x) ∈ π(U ∪ W )を満たすとする．
y ∈ U ∪W が存在して，π(x) = π(y)．次の 4通りに場合分けする．
(i) x ∈ X, y ∈ U(⊂ X)

(ii) x ∈ X, y ∈ W

(iii) x ∈ V n, y ∈ U

(iv) x ∈ V n, y ∈ W

π|X は単射だから，(i)のとき，x = y ∈ U(⊂ U ∪W )

(ii)のとき，y ∈ Sn−1 ∩W = ν−1(U)であり，x = ν(y) ∈ U(⊂ U ∪W )．
(iii)のとき，x ∈ Sn−1であり，ν(x) = y ∈ U．よって，x ∈ ν−1(U) =

Sn−1 ∩W ⊂ W．
(iv)のとき：
x ∈ Enならば，x = y ∈ En ∩W ⊂ W．
x ∈ Sn−1ならば，y ∈ Sn−1 ∩W であり，ν(x) = ν(y) ∈ U．ゆえに，

x ∈ µ−1(U) = Sn−1 ∩W ⊂ W．
(b)については⊂は明らかである．
π(U ∪W ) ∩ π(X) = π(U) ∪ (π(W ) ∩ π(X)) (π(U) ⊂ π(X))

= π(U) ∪ (π(Sn−1 ∩W ) ∩ π(X))

= π(U) ∪ (π(ν−1(U)) ∩ π(X)) ((3.28)より)

= π(U) (π(ν−1(U)) ∩ π(X) ⊂ π(U))
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(2) O ⊂ EnをEnの開集合とする．このとき，Oは V nの開集合でもあ
る．よって，OはX∪V nの開集合でもある．π|En(O) = π(O) = π(O)∩en

が enの開集合であうことを示す．そのためには π(O)がX ∪ν e
nの開集

合であることを示せばよい．X ∪ν e
nの位相の入れ方から，π−1(π(O))が

X ∪ V nの開集合であることを示せばよい．

π−1(π(O)) = {x ∈ X ∪ V n | π(x) ∈ π(O)}
= {x ∈ V n | π(x) ∈ π(O)} (π(O) ⊂ X ∪ν e

n − π(X))

= {x ∈ En | π(x) ∈ π(O)} (π(Sn−1) ⊂ π(X))

= O (π|En :全単射)

ゆえに主張が成り立つ．

補題 1.64. Hausdorff空間X に n次元胞体 enを連続写像 ν : Sn−1 → X

により接着した空間X ∪ν e
nはまたHausdorff空間である．

証明. [x], [y] ∈ X ∪ν e
n, [x] 6= [y]とする．xと yの立場を換えれば，次の

4通りに場合分けされる：

(1) x, y ∈ X

(2) x, y ∈ V n − Sn−1

(3) x ∈ X − ν(Sn−1), y ∈ V n − Sn−1

(4) x ∈ ν(Sn−1), y ∈ V n − Sn−1

(1)の場合：x, yを分離するXにおける開近傍U1, U2をとる．U1∩U2 =

∅より，ν−1(U1) ∩ ν−1(U2) = ∅．ν は連続で，Ui は X の開集合だから，
ν−1(Ui)は Sn−1 の開集合である．V nの開集合Wiを

ν−1(Ui) = Sn−1 ∩Wi (i = 1, 2), W1 ∩W2 = ∅

ととれる (下の図を参照)．
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Sn−1

V n

ν−1(U1)

W2

W1

ν−1(U2)

補題 1.64の証明中より，π(Ui∪Wi)はX∪ν e
nの開集合である．さらに，

x = π(x) ∈ π(U1) ⊂ π(U1 ∪W1)

同様に，y ∈ π(U2 ∪ W2). ν−1(U1) ∩ ν−1(U2) = ∅より，π(U1 ∪ W1) ∩
π(U2 ∪W2) = ∅．ゆえに，π(U1 ∪W1)と π(U2 ∪W2)は xと yを分離する
X ∪ν e

nの開集合である．
(2), (3)の場合も (1)の場合と同様である．
(4)の場合：x = ν(z) (z ∈ Sn−1)と表示すると y 6= z．V nはHausdorff

位相空間で，Sn−1は V nの閉集合だから，yの V nにおける開近傍U と z

の V nにおける開近傍 V をU ⊂ V n − Sn−1, U ∩ V = ∅ととれる．このと
き，π(U)は [y]のX ∪ν e

nにおける開近傍である．X ∪V は位相和X ∪V n

の開集合である．π(X ∪ V ) = X ∪ π(V )はX ∪ν e
nの [x]における開近傍

であり，π(U) ∩ π(X ∪ V ) = ∅．

命題 1.65. 有限 CW 複体 X に n次元胞体 en を連続写像 ν : Sn−1 →
Xn−1 ⊂ Xにより接着した空間X ∪ν e

nはまた有限CW 複体である．
証明. 補題 1.64より，X ∪ν e

nはHausdorff空間である．
X は有限 CW複体だから，有限集合 Λと特性写像 φλ : V n(λ) → X が
存在して，en(λ) = φλ(E

n(λ))とおくとき，

X =
∐
λ∈Λ

en(λ), φλ(S
n(λ)−1) ⊂ Xn(λ)−1

となるものが存在する．包含写像 ι : X → X ∪ V nと射影 π : X ∪ V n →
X ∪ν e

nは連続だから，φ̃λ : V n(λ) := πιφλ : V n(λ) → X ∪ν e
n は連続で

37



ある．ιは中への位相同型写像であり，π|X : X → π(X)は位相同型写像
（補題 1.64）だから，φ̃λ|En : En → en(λ)(⊂ X ∪V n)は位相同型写像であ
る．よって，φ̃λは en(λ)の特性写像である．X ∪ν e

nにおいてX ∩ en = ∅
だから，

X ∪ν e
n =

∐
λ∈Λ

en(λ) ∪ en

X ∪ν e
nのmスケルトンは

(X ∪ν e
n)m =


∐

k(λ)≤m

ek(λ) (n > m),∐
k(λ)≤m

ek(λ) ∪ en (n ≤ m)

 ⊃ Xm

を満たす．よって，φ̃λ(S
n(λ)−1) ⊂ Xn(λ)−1 ⊂ (X ∪ν e

n)n(λ)−1．
包含写像 ι : V n → X ∪ V nと射影 π : X ∪ V n → X ∪ν e

nは連続だ
から，それらの合成 πι : V n → X ∪ν e

n は連続である．また，πι|En :

En → en := (πι)(En)は位相同型写像になる．よって，πιは enの特性写
像である．

(πι)(Sn−1) ⊂ Xn−1 = (X ∪ν e
n)n−1

だから，主張が成り立つ．
問題 1.27. 有限CW複体X = eλ1 ∪ · · · ∪ eλn と φ(Sλn+1−1) ⊂ Xλm−1を
満たす特性写像 φ : eλn+1 → Xについて，有限CW複体X ∪φ e

λn+1は
X ∪φ e

λn+1 = eλ1 ∪ · · · ∪ eλn ∪ eλn+1

を満たすことを示せ．

1.4 射影空間の胞体分割
この節では，実及び複素射影空間の胞体分割を行う．

nを自然数，K = RまたはK = Cとする．Kn − {0}上の同値関係∼
を次で定める：x, y ∈ Kn − {0}に対して，

x ∼ y ⇔ y = xλとなる λ ∈ Kが存在する
⇔ y = xλとなる λ ∈ K − {0}が存在する

KP n−1 = (Kn − {0})/ ∼とおく．RP n−1 は実射影空間（問題 1.23），
CP n−1は複素射影空間 (例 1.24)である．
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補題 1.66. 次の写像は位相同型写像である．

(1)

RP 1 → S1 =

{
(x, y) ∈ R2 |

(
x− 1

2

)2

+ y2 =

(
1

2

)2
}
;

[(x1, x2)] 7→
(

x21
x21 + x22

,
x1x2
x21 + x22

)

∼=

RP 1 S1

θ 2θ

(2)

CP 1 → S2 =

{
(x, z) ∈ R× C |

(
x− 1

2

)2

+ |z|2 =
(
1

2

)2
}
;

[(z1, z2)] 7→
(

|z1|2

|z1|2 + |z2|2
,

z1z̄2
|z1|2 + |z2|2

)
証明. RP 1,CP 1は compact(問題 1.23,例 1.24)で，S1, S2はHausdorff空
間だから，主張を示すためには，与えられた写像が連続な全単射である
ことを言えばよい (定理 1.10)．
(1) [(cos θ, sin θ)]の像は (1

2
cos 2θ+ 1

2
, 1
2
sin 2θ)．これより与えられた写

像が連続な全単射であることがわかる．
(2)　与えられた写像は連続である．単射になることをまず示す．(

|z1|2

|z1|2 + |z2|2
,

z1z2
|z1|2 + |z2|2

)
=

(
|w1|2

|w1|2 + |w2|2
,

w1w2

|w1|2 + |w2|2

)
と仮定する．このとき，

|z1|2

|z1|2 + |z2|2
=

|w1|2

|w1|2 + |w2|2
,

z1z2
|z1|2 + |z2|2

=
w1w2

|w1|2 + |w2|2
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z1 = 0 ⇔ w1 = 0が成り立つ．また，z2 = 0 ⇔ w2 = 0も成り立つ．これ
らの場合に [(z1, z2)] = [(w1, w2)]が成り立つことは明らかだから，以下，
z1z2w1w2 6= 0とする．このとき，

|w1|2 + |w2|2

|z1|2 + |z2|2
=

|w1|2

|z1|2
=
w1w2

z1z2

これより，w1/z1 = w2/z2となるので，[(z1, z2)] = [(w1, w2)]が得られる．
ゆえに，この写像は単射である．
全射を示すために (x− 1

2

)2
+ |z|2 =

(
1
2

)2を満たす (x, z) ∈ R× Cをと
る．|α| = 1を満たす α ∈ Cが存在して αz ∈ R．(1)より，[(x1, x2)] ∈
RP 1 ⊂ CP 1が存在して，

(x, αz) =

(
x21

x21 + x22
,
x1x2
x21 + x22

)
このとき，

(x, z) =

(
|x1|2

|x1|2 + |ᾱx2|2
,

x1ᾱx2
|x1|2 + |ᾱx2|2

)
よって，全射が示された．

自然な包含K ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Km ⊂ Km+1 は自然な包含

KP 0 ⊂ KP 1 ⊂ · · · ⊂ KPm−1 ⊂ KPm

を誘導する．
補題 1.66の結果と球面の胞体分割 (例 1.49)より，KP 1の胞体分割は

RP 1 = S1 = e0 ∪ e1, CP 1 = S2 = e0 ∪ e2

これを一般次元の射影空間KP nに拡張することを考える．K = R,C
に応じて d = 1, 2とおく．

edn = KP n −KP n−1

とおく．明らかに

KP n = e0 ∪ ek ∪ e2k ∪ · · · ∪ enk (互いに素) (1.11)

この分解がKP nの胞体分割になることを示す：
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定理 1.67. (1.11)はKP nの胞体分割である．

=

RP 2 RP 2 − RP 1 RP 1 − e0

e0
∪∪

証明. 自然数 kに対し，

VKk = {x ∈ Kk | |x| ≤ 1} =

{
V k (K = R)
V 2k (K = C)

}
= V dk,

EKk = {x ∈ Kk | |x| < 1} = Edk

とおく．写像 φk : VKk → KP kを

φk : VKk → KP k; x 7→

[(√
1− |x|2
x

)]

と定める．このとき，φkは二つの連続写像

VKk → Kk+1 → KP k; x 7→

(√
1− |x|2
x

)
7→

[(√
1− |x|2
x

)]

の合成だから，連続である．さらに

φk(x) = φk(y)

⇔ λ ∈ K − {0} が存在して y = λx,
√
1− |y|2 = λ

√
1− |x|2

ここで，x ∈ EKkのときと，x ∈ VKk−EKk = ∂VKk のときに場合分けする．
∈ EKk のとき，y =

√
1−|y|2|√
1−|x|2

x．両辺のノルムの二乗を計算し，|x| = |y|．
先の式に代入し，|x| = |y|．x ∈ ∂VKk のとき，|x| = |y| = 1, y = λx．ゆ
えに,

φk(x) = φk(y) ⇔ x = y ∈ EKk または |x| = |y| = 1, y = λx
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特に，EKk上でφkは単射である．また，φ(EKk) = KP k−KP k−1 = ekd．
ψk : e

kd → EV k を

ψk : e
kd → EV k ;

[(
a

y

)]
7→ |a|√

|a|2 + |y|2
· y
a

と定めると，ψkはEV k 上で φk : EV k → ekdの逆写像である．ψkは連続
だから，φk : EV k → ekdは位相同型写像である．よって，φkは ekdの特
性写像であり，k ≤ nのとき ekdはKP nの kd次元胞体である．

φk(VKk − EKk) = KP k−1 =
⋃

i≤k−1

edi

だから，(1.11)はKP nの胞体分割である．

2 多様体
位相空間Mがm次元の広がりをもつ場合にMをm次元多様体という．

m次元多様体M とは，大雑把に言えばM の各点 pの位置が（局所的に
は）m個のパラメーター (x1, · · · , xm)を用いて (x1(p), · · · , xm(p))と表さ
れることである．(x1, · · · , xm)は局所座標系と呼ばれる．局所座標系の取
り方はいろいろあるが，2つの局所座標系 (x1, · · · , xm)と (y1, · · · , ym)は
座標変換で結ばれる．曲線は 1次元多様体であり，曲面は 2次元多様体で
ある．パラメーターの取り方によらない性質を調べる学問が多様体の幾
何学である．

2.1 多様体 と境界付き多様体
定義 2.1. 位相空間X の開集合 U から Rmの開集合 V への同相写像 φ :

U → V が存在するとき，組 (U,φ)をm次元座標近傍といい，φを U 上
の局所座標系という．
局所座標系 φは，φ(p) ∈ V ⊂ Rmを満たすから，

φ(p) = (x1(p), · · · , xm(p)) (p ∈ U)

と表示され，各 xi : U → Rは連続関数になる．
座標近傍 (U,φ)を (U ; x1, · · · , xm)や (U,φ; x1, · · · , xm)と書くことも
ある．
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定義 2.2. Hausdorff位相空間M がm次元位相多様体であるとは，各点
x ∈M に対し，xを含むm次元座標近傍が存在するときをいう．

m次元位相多様体M に対し，mをM の次元といい，m = dimM と
表す．
M をm次元位相多様体とすると，M の開被覆 {Uλ}で，(Uλ, φλ)がm

次元座標近傍となるものが存在する．

定義 2.3. Hausdorff位相空間M がm次元 C∞級多様体であるとは，M
が次の条件 (1), (2)を満たすときをいう．

(1) Mはm次元の座標近傍{(Uλ, φλ)}により，M =
⋃
Uλと被覆される．

(2) Uλ ∩ Uµ 6= ∅のとき，Rmの開集合 φλ(Uλ ∩ Uµ)から Rmの開集合
φµ(Uλ ∩ Uµ)への写像

φµλ := φµ ◦ φ−1
λ : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ)

はC∞級写像である．(φµλを座標変換という)

Uλ Uµ

φλ(Uλ ∩ Uµ)

φµ(Uλ ∩ Uµ)

φµ ◦ φ−1
λ

φλ

φµ

m次元C∞級多様体は，m次元位相多様体である．

問題 2.1. 座標変換 φµλは次を満たすことを示せ：

(1) φλλ = 1
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(2) Uλ ∩ Uµ 6= ∅のとき，φ−1
λµ = φµλ．

(3) Uλ ∩ Uµ ∩ Uν 6= ∅のとき，φλµφµν = φλν．

例 2.4. Rmはm次元C∞級多様体である．実ベクトル空間としての自然
な同一視Cm = R2mにより，Cmは 2m次元C∞級多様体である．

例 2.5. m次元C∞級多様体Mの開集合Uはm次元C∞級多様体である．
UをMの開部分多様体という．たとえば，実一般線形群GL(n,R)と複素
一般線形群GL(n,C)はそれぞれM(n,R) = Rn2とM(n,C) = Cn2

= R2n2

の開部分多様体である．さらに，GL(n,R)とGL(n,C)はそれぞれLie群
になっている．

C∞級多様体Gが同時に群であり，群演算G × G → G; (a, b) 7→ abと
G→ G; a 7→ a−1 がC∞級になるとき，GをLie群という．Lie群は位相
群である．
球面 SnはRn+1内で一つの式 ‖x‖2 = 1で縛られているので，n(= n+

1− 1)次元多様体になる．

例 2.6. n次元球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}は n次元C∞級多様体で
ある．

証明. Snの部分集合 U+
i , U

−
i を

U+
i = Sn ∩ {x = (x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 | xi > 0},

U−
i = Sn ∩ {x = (x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 | xi < 0}

と定めると，U±
i は Snの開集合であり，{U+

i , U
−
i | 1 ≤ i ≤ n + 1}は Sn

の開被覆になる．B = {y ∈ Rn | ‖y‖ < 1}とおくと，BはRnの開集合で
あり，

φ±
i : U±

i → B; (x1, · · · , xn+1) 7→ (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn+1)

は同相写像になる．i < jとすると

U+
i ∩ U+

j = {x = (x1, · · · , xn+1) ∈ Sn | xi > 0, xj > 0},
φ+
i (Ui ∩ Uj) = {y = (y1, · · · , yn) ∈ B | yj > 0},

φ+
i (Ui ∩ Uj) = {y = (y1, · · · , yn) ∈ B | yj > 0}

44



これらより
φ+
j ◦ (φ+

i )
−1 : φi(Ui ∩ Uj) → φi(Ui ∩ Uj);

(y1, · · · , yn) 7→ (y1, · · · , yi−1,

√√√√1−
n∑

k=1

y2k, yi+1, · · · , yj−1, yj+1, · · · , yn)

よって座標変換 φ+
j ◦ (φ+

i )
−1は C∞である．同様にして他の座標変換も

C∞であることが示せる．
例 2.7. m次元C∞級多様体M と n次元C∞級多様体N の積M ×N は
m+ n次元C∞級多様体になる．これを積多様体という．
例 2.8. [m次元トーラス] S1のm個の積 Tm = S1 × · · · × S1はm次元
compact C∞級多様体である．Tmをm次元トーラスという．
次の二つの例は（少なくとも見かけ上は）Euclid空間の部分集合では
ない多様体の例である．
例 2.9. 実射影空間RPmは問題 1.23の {(Ui, φi)}を座標近傍とするm次
元C∞級多様体になる．
例 2.10. [複素射影空間 CPm] 複素射影空間 CPm は compact弧状連結
Hausdorff空間である (例 1.24)．CPmに多様体の構造を導入しよう．Ui =

{z = (z1, · · · , zm+1) ∈ S2m+1 | zi 6= 0} とおくと，{Ui | 1 ≤ i ≤ 2m + 1}
は S2m+1の開被覆になる．よって，{π(Ui) | 1 ≤ i ≤ 2m + 1}はCPmの
開被覆になる．写像

φi : π(Ui) → Cm;

[(z1, · · · , zi−1, zi, zi+1, · · · , zm+1)] 7→
[(

z1
zi
, · · · , zi−1

zi
, · · · , zm+1

zi

)]
は位相同型写像である．{(π(Ui), φi) | 1 ≤ i ≤ m+ 1}を座標近傍として，
CPmは compact C∞級 2m次元多様体になる．
次に境界付き多様体を定義しよう．そのために

Hm = {(x1, · · · , xm−1, xm) ∈ Rm | xm ≥ 0}

とおき，HmにRmの位相から誘導される相対位相を入れておく．このと
き，Hmの境界 ∂Hmは，

∂Hm = {(x1, · · · , xm−1, 0) ∈ Rm | x1, · · · , xm−1 ∈ R} = Rm−1
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定義 2.11. 位相空間X の開集合 U からHmまたは Rmの開集合 V への
位相同型写像φ : U → V が存在するとき，組 (U,φ)を境界付きm次元座
標近傍といい，φを U 上の境界付き座標系という．

定義 2.12. Hausdorff位相空間Mが境界付きm次元位相多様体であると
は，各点 x ∈M に対し，xを含む境界付きm次元座標近傍が存在すると
きをいう．

定義 2.13. U, V をHmの二つの開集合とする．写像f : U → V がC∞級で
あるとは，U, V それぞれを含むRmの開集合U ′, V ′とfの拡張F : U ′ → V ′

が存在して，F がC∞級になるときをいう．
f : U → V が微分同型写像であるとは，f が全単射であり，f と f−1 :

V → U が共にC∞級であるときをいう．

定義 2.14. Hausdorff空間Mが境界付きm次元C∞級多様体であるとは，
M が次の条件 (1), (2)を満たすときをいう：

(1) M は境界付きm次元座標近傍 {(Uλ, φλ)} により，M =
⋃
Uλと被

覆される．

(2) Uλ ∩ Uµ 6= ∅のとき，HmまたはRmの開集合 φλ(Uλ ∩ Uµ) からHm

またはRmの開集合 φµ(Uλ ∩ Uµ) への写像

φµλ := φµ ◦ φ−1
λ : φλ(Uλ ∩ Uµ) → φµ(Uλ ∩ Uµ)

はC∞級写像である．(φµλを座標変換という)

上のとき，境界付きm次元C∞級多様体M の境界Bd(M)を

Bd(M) := {x ∈M | x ∈ Uλ, φλ(x) ∈ ∂Hm (∃λ)}

と定める．Bd(M) = ∅のとき，Mは定義 2.3の意味でm次元C∞級多様
体になる．

例 2.15. R2の部分集合M を

M = ((0, 1)× (0, 1)) ∪ ((0, 1)× {0}) = (0, 1)× [0, 1) ⊂ H2 ⊂ R2

R2の部分空間M の位相的な境界 ∂M は正方形の周

∂M = (0, 1]× {0, 1}) ∪ ({0, 1} × [0, 1])
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となる．
M はH2の開集合である．ι : M → H2で包含写像を表すと，ιは単射
連続写像である．恒等写像 1M :M →M は位相同型写像であり，座標変
換 1MM = 1M はC∞級だから，M は境界付き 2次元多様体である．境界
付き多様体M の境界Bd(M) = (0, 1)× {0}はRの開集合なので，1次元
多様体であり，M − Bd(M) = (0, 1)× (0, 1)はR2の開集合なので，2次
元C∞級多様体である．

M を境界付きm次元C∞級多様体とする．

M − Bd(M) := {x ∈M | x ∈ Uλ, φλ(x) 6∈ ∂Hm (∀λ)}

はMの開集合であり，定義 2.3の意味でm次元C∞級多様体である．以
下，定義中の記号をそのまま用いる．{Uλ}はM の開被覆だから，{Uλ ∩
Bd(M)}はBd(M)の開被覆である．φλ : Uλ → φλ(Uλ)は位相同型写像だ
から，

φλ : Uλ ∩ Bd(M) → φ(Uλ) ∩ ∂Hm

も位相同型写像である．φ(Uλ)はHmの開集合だから，Rmの開集合Vλが
存在して，φλ(Uλ) = Vλ ∩Hm．このとき，

φλ(Uλ) ∩ ∂Hm = Vλ ∩Hm ∩ ∂Hm = Vλ ∩ ∂Hm

よって，φλ(Uλ) ∩ ∂Hmは ∂Hm = Rm−1の開集合である．座標変換 φµλ :

φλ(Uλ∩Uµ) → φµ(Uλ∩Uµ)はC∞級だから，φµλ : φλ(Uλ∩Uµ∩Bd(M)) →
φµ(Uλ ∩ Uµ ∩ Bd(M))もC∞級である．よって，Bd(M)は定義 2.3の意
味でm− 1次元C∞級多様体である．

2.2 方向微分と接空間
ベクトル解析では，空間内の曲線や曲面の接ベクトルや接平面を学ん

だ．また，与えられた方向に関する関数の方向微分についても学んだ．こ
の節では，これらの概念を多様体上に一般化する．
M,Nをそれぞれm次元，n次元C∞級多様体とする．写像 f :M → N

がCr級 (r = 1, 2, · · · ,∞)を連続とすると，各点 p ∈Mに対し，pと f(p)

のそれぞれの座標近傍 (U, x1, · · · , xm)と (V, y1, · · · , yn)を f(U) ⊂ V とと
れる．
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定義 2.16. 連続写像 f :M → N がCr級であるとは，f |U : U → V の座
標表示

y1 = f1(x1, · · · , xm), · · · , yn = fn(x1, · · · , xm)

がすべて Cr 級のときをいう．この定義は f(U) ⊂ V を満たす座標近傍
(U, x1, · · · , xm)と (V, y1, · · · , yn)の取り方によらない．
問題 2.2. L,M,N を C∞ 級多様体とする．2つの写像 f : L → M, g :

M → N がC∞級ならば，合成写像 g ◦ f : L→ N もC∞級であることを
示せ．
曲線や曲面の各点に接線や接平面が引けるように，多様体の各点には
接空間が定義される．
M をm次元C∞級多様体とする．点 p ∈M における方向微分 vとは，
写像 v : C∞(M) → R で
(1) v(af + bg) = av(f) + bv(g) (f, g ∈ C∞(M), a, b ∈ R)

(2) [ライプニッツ則] v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g) (f, g ∈ C∞(M))

を満たすものをいう．点 p ∈ M における方向微分の全体 Tp(M)は R-
上ベクトル空間になる．pにおける座標近傍 (U ; x1, · · · , xm)をとれば，(

∂
∂xi

)
p
∈ Tp(M)となる．

問題 2.3. v ∈ Tp(M)とする．次を示せ．
(1) 定数関数 cに対し，v(c) = 0．

(2)

{(
∂

∂x1

)
p
, · · · ,

(
∂

∂xm

)
p

}
は，R上線形独立である．

(3) w =
∑m

i=1 v(xi)
(

∂
∂xi

)
p
∈ Tp(M)とおく．x1, · · · , xmを変数とする

多項式環R[x1, · · · , xm]上で，v = wが成り立つ．

(4) g ∈ C∞(U)に対し，v(g(x1, · · · , xm)(xi − xi(p))(xj − xj(p))) = 0．
命題 2.17. pのまわりの座標近傍 (U, x1, · · · , xm)をとれば，

Tp(M) =
m∑
i=1

R
(
∂

∂xi

)
p

(2.12)

特に，dimTp(M) = dimM．
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証明. (2.12)の右辺がTp(M)のm次元部分空間であることは問題 2.3, (2)

による．
v ∈ Tp(M)とする．任意の f ∈ C∞(U)に対し，gij ∈ C∞(U)が存在
して，

f(x1, · · · , xm) =f(p) +
∑ ∂f

∂xj
(p)(xj − xj(p))

+
∑

gij(x1, · · · , xm)(xi − xi(p))(xj − xj(p))

問題 2.3, (1)より，定数 f(p)について v(f(p)) = 0．問題 2.3, (4)より，
v(gij(x1, · · · , xm)(xi − xi(p))(xj − xj(p))) = 0だから，

v(f) =
∑ ∂f

∂xj
(p)v(xj) =

(∑
v(xj)

(
∂

∂xj

)
p

)
f

よって，v =
∑
v(xj)

(
∂

∂xj

)
p
∈

m∑
i=1

R
(
∂

∂xi

)
p

．

pを通るC∞級曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M, c(0) = pを
c(t) = (x1(t), · · · , xm(t))

と表示する．U で定義されたC∞級関数 φに対し，
d

dt
φ(c(t))|t=0 =

n∑
j=1

dxi
dt

(0)

(
∂

∂xi

)
p

φ

よって，次が成り立つ．
命題 2.18. M をC∞級多様体とする．任意の v ∈ Tp(M)に対し，C∞級
曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M が存在して，c(0) = p, v = dc

dt
|t=0すなわち，

v(φ) =
dφ(c(t))

dt
|t=0 (φ ∈ C∞(U)) (2.13)

が成り立つ．
等式 (2.13)を簡単に

v =
dc(t)

dt
|t=0 =

n∑
j=1

dxi
dt

(0)

(
∂

∂xi

)
p

∈ Tp(M)

と表す（これは方向微分としての等式である）．Tp(M)の元を p におけ
る接ベクトルともいう．
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2.3 写像とその微分
M,N をそれぞれ m次元，n次元の C∞ 級多様体，f : M → N を

C∞ 級写像とする．p ∈ M を通る C∞ 級曲線 c : (−ϵ, ϵ) → M, c(0)に
対し，dc(t)

dt
|t=0 ∈ Tp(M), df(c(t))

dt
|t=0 ∈ Tf(p)(N)である．p, f(p)のまわり

の座標近傍 (U, x1, · · · , xm), (V, y1, · · · , yn)を f(U) ⊂ V ととる．c(t) =

(x1(t), · · · , xm(t)),

(y1, · · · , yn) = f(c(t)) = (f1(x1(t), · · · , xm(t)), · · · , fn(x1(t), · · · , xm(t)))

と表示すると，
df(c(t))

dt
|t=0 =

n∑
j=1

dfj
dt

|t=0

(
∂

∂yj

)
f(p)

=
n∑

j=1

m∑
i=1

(
∂fj
∂xi

)
(p)

dxi
dt

(0)

(
∂

∂yj

)
f(p)

よって，v = c(t)
dt
|t=0 ∈ Tp(M)に df(c(t))

dt
|t=0 ∈ Tf(p)(N)を対応させる写像

(df)pは線形であり，

(df)p : Tp(M) → Tf(p)(N);

(
∂

∂xi

)
p

7→
n∑

j=1

(
∂fj
∂xi

)
(p)

(
∂

∂yj

)
f(p)

(2.14)

(df)p ∈ Hom(Tp(M), Tf(p)(N))を fの pにおける微分という．Tp(M)の基
底
{(

∂
∂xi

)
p

}
と Tf(p)(N)の基底

{(
∂

∂yj

)
p

}
に関する (df)pの表現行列は

(Jf)p =


∂f1
∂x1

(p) · · · ∂f1
∂xm

(p)
...

...
∂fn
∂x1

(p) · · · ∂fn
∂xm

(p)

 ∈Mn,m(R) (2.15)

(Jf)pを f の点 pにおける Jacobi行列という．
例 2.19. C∞関数 f :M → Rに対し，

(df)p : Tp(M) → Tf(p)(R);
(
∂

∂xi

)
p

7→ ∂f

∂xi
(p)

(
∂

∂t

)
f(p)

線形同型写像R → Tf(p)(R); a 7→ a
(

∂
∂t

)
f(p)
により，Rと Tf(p)(R)を同一

視すると，
(df)p : Tp(M) → R;

(
∂

∂xi

)
p

7→ ∂f

∂xi
(p) (2.16)
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問題 2.4. 2つのC∞級関数 f, g :M → Rに対し，
d(fg)p = f(p)(dg)p + g(p)(df)p ∈ Hom(Tp(M),R) (2.17)

が成り立つことを示せ．
例 2.20. M = Rm, N = Rn (m ≥ n)とする．C∞級写像 f : Rm → Rnを

f : Rm → Rn; (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xn)

と定める．すなわち，
(y1, · · · , yn) = f(x1, · · · , xm) = (f1(x1, · · · , xm), · · · , fn(x1, · · · , xm))

= (x1, · · · , xn)

この f について (Jf)p = (En On,m−n)．言い換えると(
∂

∂yi

)
f(p)

= (df)p

(
∂

∂xi

)
p

(1 ≤ i ≤ n)

特に，各 pに対し，(df)pは全射である．

2.4 ベクトル場とRiemann計量
空間の各点 pにその点を始点とするベクトルXpが指定されていると
き，対応X : p 7→ Xpをベクトル場という．電場や磁場や重力場はベク
トル場の例である．空間内の曲線の各点における接ベクトルが，その点
における電場と一致しているとき，その曲線を電気力線といった．磁力
線も同様に定義される．これらはベクトル場の積分曲線として一般化さ
れる．すなわち，曲線 c(t)がベクトル場Xの積分曲線であるとは，各点
c(t)の速度ベクトル ċ(t)がX の c(t)における値に一致する場合である：
Xc(t) = ċ(t)．この節では，これらについて学ぶ．
定義 2.21. M を C∞級多様体とする．対応X : p 7→ Xp (Xp ∈ Tp(M))

をベクトル場という．ベクトル場XがC∞級であるとは，任意のC∞級
関数 f について，関数 p 7→ (Xf)p = Xpf がC∞級になるときをいう．
定義 2.22. X を C∞級多様体M 上の C∞級ベクトル場とする．C∞級
曲線 c : (−ϵ, ϵ) → M がX の積分曲線であるとは，任意の t ∈ (−ϵ, ϵ)に
対し，

ċ(t) = Xc(t) ∈ Tc(t)(M)

が成り立つときをいう．
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正規形の常微分方程式の解の存在と一意性から次が従う．

命題 2.23. X を C∞級多様体M 上の C∞級ベクトル場とする．任意の
p ∈M に対し，ϵ > 0とXの積分曲線 c : (−ϵ, ϵ) →M で c(0) = pとなる
のものが存在する．cは pと ϵ > 0を決めれば一意に定まる．

定義 2.24. M をC∞級多様体とする．各実数 t ∈ Rに微分同型写像 φt :

M → M が対応していて，次の (1)∼(4)が成り立つとき，{φt}t∈RをM

の 1径数変換群という：

(1) φ0 = 1M

(2) φs+t = φs ◦ φt

(3) (φt)
−1 = φ−t

(4) R×M →M ; (t, p) 7→ φt(p)はC∞級写像である．

1径数変換群 {φt}t∈Rに対し，M 上のC∞級ベクトル場Xを

Xp =
d

dt
φt(p)|t=0 ∈ Tp(M) (2.18)

と定義できる．このとき，曲線 c(t) : t 7→ φt(p)はXの積分曲線である．

定義 2.25. c∞級ベクトル場Xが完備であるとは，1径数変換群 {φt}t∈R
が存在して，(2.18)が成り立つ場合をいう．

定理 2.26. compact C∞級多様体の任意のC∞級ベクトル場は完備である．

次で定義するRiemann計量を導入することにより，接ベクトルの長さ
や，二つの接ベクトルのなす角が計れるようになる．また，曲線の長さ
も定義できるようになる．

定義 2.27. MをC∞級多様体とする．各点 p ∈Mの接空間Tp(M)が内積
〈 , 〉pをもつとする．任意のC∞級ベクトル場X,Y に対し，M 上の関数
M → R; p 7→ 〈X,Y 〉p := 〈Xp, Yp〉p がC∞級になるとき，対応 p 7→ 〈 , 〉p
をM 上のRiemann計量という．Riemann計量をもつ C∞ 級多様体を
Riemann多様体といい，(M, 〈 , 〉)と表す．

52



例 2.28. Rnの標準座標系を {(x1, · · · , xn)}と表す．

〈 ∂
∂xi

,
∂

∂xj
〉 = δij

により，RnのRiemann計量が定まる．これをRnの標準Riemann計量
という．
定義 2.29. (M, 〈 , 〉)をRiemann多様体とする．M 上のC∞級関数 f に
対し，M 上のベクトル場 grad f を

〈grad f,X〉 = df(X) = Xf (X: C∞級ベクトル場) (2.19)

と定め，f の勾配ベクトル場という．
問題 2.5. 標準Riemann計量をもつRn上のC∞級関数 f について，

grad f =
n∑

i=1

∂f

∂xi

∂

∂xi
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
ei =

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

)
となることを示せ．(この結果はベクトル解析で学んだ結果と一致する)

与えられた多様体がいつRiemann計量をもつかは問題となるが，これ
については次が知られている．
定理 2.30. σ compact C∞級多様体はRiemann計量をもつ．
証明は省略するが，証明のポイントは次の二つである．
(i) σ compact C∞級多様体は 1の分割ができる．
(ii) 有限次元実線形空間 V 上の二つの内積 〈 , 〉1, 〈 , 〉2と正の数 a, bに対
し，〈 , 〉 = a〈 , 〉1 + b〈 , 〉2も V 上の内積である．

2.5 はめ込みと埋め込み
はじめに，この節で用いる事実を復習しておく．
定理 2.31. [5, p. 121,定理 10.3] M,NをC∞級多様体，f :M → NをC∞

級写像とする．ある点p ∈Mにおける微分 (df)p ∈ Hom(Tp(M), Tf(p)(N))

が上への写像ならば，pのまわりの局所座標系 (x1, · · · , xm)と，f(p)のま
わりの局所座標系 (y1, · · · , yn) を適切に選んで，f の局所座標表示

(y1, · · · , yn) = (f1(x1, · · · , xm), · · · , fn(x1, · · · , xm))
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を
y1 = f1(x1, · · · , xm) = xm−n+1, y2 = f2(x1, · · · , xm) = xm−n+2, · · · ,
yn−1 = fn−1(x1, · · · , xm) = xm−1, yn = fn(x1, · · · , xm) = xm

とできる．
N = Rの場合に，上の定理を適用して，次が得られる．
系 2.32. M を C∞級多様体，f : M → Rを C∞級写像とする．ある点
p ∈M で (df)p 6= 0ならば，pのまわりの局所座標系 (x1, · · · , xm) を適切
に選んで，f の局所座標表示を

xm = f(x1, · · · , xm−1, xm)

とできる．
定理 2.33. M,N をそれぞれm次元と n次元のC∞級多様体とする．点
p ∈M に対し，(df)p : Tp(M) → Tf(p)(N)が単射ならば，pのまわりの局
所座標系 (x1, · · · , xm)に対し，f(p)のまわりの局所座標系 (y1, · · · , yn)を
うまく選んで，f の局所座標表示が

y1 = f1(x1, · · · , xm) = x1,

...

ym = fm(x1, · · · , xm) = xm,

ym+1 = fm+1(x1, · · · , xm) = 0,

...

yn = fn(x1, · · · , xm) = 0

を満たすようにできる．
定義 2.34. M,N をそれぞれm次元，n次元C∞級多様体，f : M → N

をCr級写像 (r = 1, 2, · · · ,∞)とする．任意の点 x ∈M に対し，(df)x ∈
Hom(Tx(M), Tf(x)(N))が単射のとき，f :M → N をはめ込みという．
M,N をC∞級多様体とする．はめ込み f :→ N が存在すれば，

m = dimM = dimTx(M) ≤ dimTf(x)(N) = dimN = n

f : M → N がはめ込みのとき，Tx(M)と (df)xTx(M)を同一視するこ
とにより，Tx(M)を Tf(x)(N)の部分空間とみなせる．
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問題 2.6. (M, 〈 , 〉)をRiemann多様体，f : N → M をはめ込みとする．
Tx(N)の内積 ( , )xを

(u, v)x = 〈(df)xu, (df)xv〉 (u, v ∈ Tx(N))

と定めることにより，( , )はN上のRiemann計量になることを示せ．こ
のように定めたN 上のRiemann計量 ( , )を f による誘導Riemann計
量という．

以下のいくつかの例では，Euclid空間内の曲線や曲面の接線や接空間
をEuclid空間の部分空間と見て，その結果がベクトル解析で学んだ接線
や接空間と一致していることを確かめている．

例 2.35. [曲線] Rの開区間 (a, b)からRnへのC∞級写像

c(t) = (x1(t), · · · , xn(t))

に対し，
(dc)p

(
d

dt

)
p

=
n∑

i=1

dxi
dt

(p)

(
∂

∂xi

)
p

= c′(p)

だから，cがはめ込みになるための必要十分条件は各点 tで c′(t) 6= 0とな
ることである．このとき，誘導Riemann計量に関して，∥∥∥∥∥

(
d

dt

)
p

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥(dc)p
(
d

dt

)
p

∥∥∥∥∥
2

= ‖ċ(t)‖2

正確には写像 c : (a, b) → Rn を曲線と呼ぶべきであるが，しばしば像
c(a, b) ⊂ Rn を曲線ということもある．a < α < β < bに対し，曲線
c : [α, β] → R の長さ lは

l =

∫ β

α

‖ċ(t)‖dt =
∫ β

α

√√√√ n∑
i=1

(
dxi(t)

dt

)2

dt

で与えられる．tが cの弧長パラメーターであるとは，‖ċ(t)‖ = 1となる
ときを言う．言い換えると，誘導Riemann計量に関して，

∥∥∥( d
dt

)
p

∥∥∥ = 1が
成り立つ場合である．
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例 2.36. [グラフ状超曲面] Dを Rmの開集合 φ : D → Rを C∞級関数
とする．f : D → Rm+1; (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xm, φ(x1, · · · , xm))を考
える．

(df)p

(
∂

∂xi

)
p

=

(
∂

∂xi

)
f(p)

+
∂φ

∂xi
(p)

(
∂

∂xm+1

)
f(p)

= ei +
∂φ

∂xi
(p)em+1

だから，f ははめ込みである．誘導Riemann計量に関して〈(
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂xj

)
p

〉
= δij +

∂φ

∂xi
(p)

∂φ

∂xj
(p),

正確には写像 f : D → Rm+1をグラフ状超曲面と呼ぶべきであるが，し
ばしば像 f(D)をグラフ状超曲面ということもある．
例 2.37. 包含写像 ι : Sn → Rn+1ははめ込みである．
証明. 例 2.6で述べた座標近傍 (U±

i , φ
±
i )を用いると，たとえばU+

n+1上で
ι|U+

n+1 : U
+
n+1 → Rn+1; x = (x1, · · · , xn) 7→ (x,

√
1− ‖x‖2)

他の座標近傍上でも同様に表示することにより，ιがC∞級であることが
示せる．i = 1, · · · , nに対し，

(dι)p

(
∂

∂xi

)
p

=

(
∂

∂xi

)
ι(p)

− xi(p)√
1− ‖x‖2(p)

(
∂

∂xn+1

)
ι(p)

= ei −
xi(p)√

1− ‖x‖2(p)
en+1 ∈ Tι(p)(Rn+1)

だから，(dι)pは単射である．ゆえに，ιははめ込みになる．(dι)p

(
∂
∂xi

)
p

と
n+1∑
j=1

xj(p)

(
∂

∂xj

)
ι(p)

=
n+1∑
j=1

xj(p)ejとの標準内積を計算すると，

〈
(dι)p

(
∂

∂xi

)
p

,

n+1∑
j=1

xj(p)ej

〉
= xi(p)−

xn+1(p)√
1− ‖x‖2(p)

xi(p) = 0

となるから，p =
n+1∑
j=1

xj(p)ejと同一視すると，

(dι)pTp(S
n) = {u ∈ Tι(p)(Rn+1) | 〈u, p〉 = 0}
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補題 2.38. M,N を C∞ 級多様体，f : M → N をはめ込みとする．
dimM = dimN ならば，f(M)はN の開集合である．

証明. • 任意の p ∈M に対し，(df)p ∈ Hom(Tp(M), Tf(p)(N))は単射で，

dimTp(M) = dimM = dimN = dimTf(p)(N)

だから，(df)pは線形同型写像である．逆関数定理により，p, f(p)それぞ
れのM,N における近傍U, V で f |U : U → V が微分同型写像になるもの
が存在する．特に，V = f(U)．(証明の本質はここで終わっている)

• 以上を用いて主張を示す．任意の q ∈ f(M)に対し，p ∈ M が存在
して，q = f(p)．上の V は qのN における開近傍で V ⊂ f(M)．よって，
f(M)は開集合である．

定義 2.39. M,N をC∞級多様体とする．はめ込み f :M → N が埋め込
みであるとは f(M)に相対位相を入れるとき，f : M → f(M)が同相写
像になるときをいう．

例 2.40. m ≤ nとする．包含写像

ι : Rm → Rn; (x1, · · · , xm) 7→ (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0)

は埋め込みである．

例 2.41. Snの位相は Sn ⊂ Rn+1の相対位相を考えているので，例 2.37

のはめ込み ι : Sn → Rn+1は埋め込みである．

m次元 compact C∞級多様体M は必ず高い次元の Euclid空間に埋め
込める．このことを示そう．{(Uα, φα)}α∈Λ を M の座標近傍系とする．
{Uα}α∈Λ はM の開被覆で，M は compactだから，有限開被覆 {Ui :=

Uαi
}i=1,··· ,nが選べる．この {Ui}に対し，1の分割が存在する：C∞級関

数 fi :M → R (i = 1, · · · , n)が存在して，次の (i)から (iii)を満たす．

(i) 0 ≤ fi ≤ 1

(ii) supp(fi) ⊂ Ui

(iii)
n∑

i=1

fi = 1

このとき，次が成り立つ．
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命題 2.42. C∞級写像 F :M → R(m+1)nを

F = (f1, · · · , fn, f1φ1, · · · , fnφn)

と定めると，F は埋め込みである．

証明. まず，F が単射になることを示す．F (p) = F (q)と仮定すると，

fi(p) = fi(q), fi(p)φi(p) = fi(q)φi(q) (i = 1, · · · , n)

(i), (iii)より，ある iが存在して，0 < fi(p) = fi(q)．この iについて，
φi(p) = φi(q)．φiは単射だから，p = q．ゆえに，F は単射である．
M は compactで F (M)は Hausdorff，F : M → F (M)は連続だから，

F :M → F (M)は位相同型写像である（命題 1.11）．
最後に F がはめ込みになることを示せば，上に述べたことから，F は
埋め込みになる．X ∈ Tp(M)について (dF )p(X) = 0と仮定すると，i =
1, · · · , nについて，(dfi)p(X) = 0, fi(p)(dφi)p(X) = 0．ある iについて，
0 < fi(p)だから，この iについて，(dφi)p(X) = 0．ゆえに，X = 0とな
り，(dF )pは単射である．よって，F ははめ込みになる．
上の命題より強く次の定理が成り立つことが知られている．

定理 2.43. [Whitney] σ compact m次元C∞級多様体M に対し，C∞級
埋め込み f :M → R2m+1 で，像 f(M)がR2m+1の閉集合であるようなも
のが存在する．

証明については，[4]を参照．

問題 2.7. Whitneyの定理 (定理 2.43)と問題 2.6の結果を用いて，σ com-

pact C∞級多様体にはRiemann計量が存在することを示せ．

f :M → Nがはめ込みならば，Mの任意の開集合Uに対し，f : U → N

もはめ込みである．定理 2.31より，はめ込みは局所的には埋め込みである．
埋め込み f :M → Nは単射でなければならない．はめ込み f が単射で
あっても，埋め込みとは限らない．

例 2.44. 定数 αに対し，C∞級写像

c : R → T 2 = S1 × S1,

t 7→ ((cos 2πt, sin 2πt), (cos 2απt, sin 2απt)) = ((x1, y2), (x2, y2))
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を考える．
c(t1) = c(t2) ⇔ t2 − t1, α(t2 − t1) ∈ Z

だから，c：単射⇔ α：無理数となる．以下，αを無理数とする．S1の開
集合を

U+
1 = {(x, y) ∈ S1 | x > 0}, U−

1 = {(x, y) ∈ S1 | x < 0},
U+
2 = {(x, y) ∈ S1 | y > 0}, U−

2 = {(x, y) ∈ S1 | y < 0}

と定めると，{U±
i × U±

j | i, j = 1, 2}は T 2の開被覆になる．たとえば，
U+
2 × U+

2 上で (x1, x2)は T 2の局所座標系であり，

(dc)

(
d

dt

)
= −2π

(
sin(2πt)(

∂

∂x1
) + α sin(2παt)(

∂

∂x2
)

)
αは無理数だから，U+

2 × U+
2 上で dc 6= 0．同様に，Rの各点で dc 6= 0．

よって，cは単射なはめ込みになる．
c(R)にT 2の相対位相を入れたものと同一視 c(R) = Rにより，Rの位相
を c(R)に移して考えたものは異なり，cは埋め込みではない（[5, p. 157]

を参照）．

2.6 部分多様体
空間内の曲線や曲面は空間内の住人にとっては目で見ることができる．
これまでに n次元球面 Snや一般線形群GL(n,R)がC∞級多様体になる
ことを学んだ．SnはRn+1の部分集合であり，GL(n,R)はRn2の部分集
合であるので，これらの多様体は外側のRn+1やRn2から眺めることがで
きる．SnとGL(n,R)はそれぞれRn+1とRn2の「部分多様体」となって
いる．

n次元C∞級多様体Nの開集合をNのn次元C∞級部分多様体という．
N の n次元C∞級部分多様体はそれ自身 n次元C∞級多様体である．
定義 2.45. Nをn次元C∞級多様体，0 ≤ l < nとする．部分集合L ⊂ N

がN の l次元C∞級部分多様体であるとは，任意の点 p ∈ Lに対して，p
を含むN の座標近傍 (U ; x1, · · · , xn)が存在して，

L ∩ U = {(x1, · · · , xn) ∈ U | xl+1 = · · · = xn = 0}

となるときをいう．
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定理 2.46. N を C∞級多様体とし，部分空間 L ⊂ N を考える．LがN

の部分多様体になるための必要十分条件は，Lは C∞級多様体で，包含
写像が埋め込みになることである．
証明. (⇒) Lに N からの誘導位相を入れると，N が Hausdorffだから
Lも Hausdorffになる．任意の点 p ∈ Lに対し，pを含む N の座標近
傍系 (Up, x

p
1, · · · , xpn)で定義 2.45の条件を満たすものをとる．このとき，

Vp = L∩Upとおくと，{Vp | p ∈ L}はLの開被覆になる．Vp ∩ Vq 6= ∅と
仮定すると，Up ∩Uq 6= ∅．Up ∩Uqの座標変換 xqj = fj(x

p
1, · · · , xpn)はC∞

である．Vp ∩ Vq上では,xpl+1 = · · · = xpn = 0, xql+1 = · · · = xqn = 0だから，
Vp ∩ Vq上で

xq1 = f1(x
p
1, · · · , x

p
l , 0, · · · , 0),

...

xql = fl(x
p
1, · · · , x

p
l , 0, · · · , 0),

0 = fl+1(x
p
1, · · · , x

p
l , 0, · · · , 0),

...

0 = fn(x
p
1, · · · , x

p
l , 0, · · · , 0)

が成り立つ．ここで，gj(xp1, · · · , xpl ) = fj(x
p
1, · · · , x

p
l , 0, · · · , 0)とおくと，

gjはC∞であり，Vp ∩ Vqの座標変換を与える．よって，N はC∞級多様
体である．包含写像 ιを上で定めた局所座標系で表すと，ι(x1, · · · , xl) =
(x1, · · · , xl, 0, · · · , 0)．これより，(dι)p( ∂

∂xi
)p = ( ∂

∂xi
)pが得られるので ιは，

はめ込みである．Lの位相は相対位相を与えているので，ιは埋め込みで
ある．
(⇐)は定理 2.33から直ちに従う．
問題 2.8. LをC∞級多様体Nの部分多様体とする．C∞級関数f : N → R
に対し，f |L : L→ RもC∞級であることを示せ．
M,N を C∞ 級多様体，m := dimM ≥ n := dimN ≥ 1 とする．

f : M → N を C∞ 級写像とする．M,N の座標近傍 (U ; x1, · · · , xm),
(V ; y1, · · · , yn)を，f(U) ⊂ V ととり，f を U 上で

f(x1, · · · xm) = (f1(x1, · · · , xm), · · · , fn(x1, · · · , xm))

と表示する．q = (q1, · · · , qn) ∈ V に対し，
f−1(q) ∩ U = {(x1, · · · , xm) ∈ U | fi(x1, · · · , xm) = qi (1 ≤ i ≤ n)}
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は，m個の変数 x1, · · · , xmを n個の式 fi = qiで束縛しているのだから，
適切な設定をすれば，自由度がm− nになり，f−1(q)は，M のm− n次
元部分多様体になると推察される．ただし，このことは無条件では成り
立たない．たとえば，c ∈ Rに対し，f : R2 → R; (x, y) 7→ x2 + y2 − cの
とき，f−1(q)は自由度が 2− 1 = 1なので，曲線になってほしいが，実際
には

f−1(0) =


円 x2 + y2 = c (c > 0),

一点 {(0, 0)} (c = 0),

∅ (c < 0)

となる．そこで上で述べた推察を正当化するために次の用語を定義する．

定義 2.47. M,N を C∞ 級多様体，f : M → N を C∞ 級写像，m :=

dimM ≥ n := dimN ≥ 1とする．p ∈ M が f の正則点であるとは，
rank((df)p)(= rank((Jf)p)) = nとなるときをいう．q ∈ N が f の正則
値であるとは，(1) f−1(q) 6= ∅であり，任意の p ∈ f−1(q)に対し，pは f

の正則点，または，(2) f−1(q) = ∅となるときをいう．

例 2.48. f = (f1, · · · , fn) : M → Rnに対し，(2.15)より，pが f の正則
点⇔ {(df1)p, · · · , (dfn)p}が線形独立．

定理 2.49. M,N をC∞級多様体，m := dimM ≥ n := dimN ≥ 1とす
る．q ∈ N がC∞級写像 f :M → N の正則値で，f−1(q) 6= ∅とする．こ
のとき，f−1(q)はM の (m− n)次元C∞級部分多様体である．

証明. q は正則値だから，任意の p ∈ f−1(q)は f の正則点である．定
理 2.31より，pのまわりの座標近傍 (U ; x1, · · · , xm)と q のまわりの座
標近傍 (V ; y1, · · · , yn)で yi(q) = 0かつ f |U : U → V は (y1, · · · , yn) =

f(x1, · · · , xm) = (xm−n+1, · · · , xm)と表示されるものが存在する．この
とき，

f−1(q) ∩ U = {(x1, · · · , xm) ∈ U | f(x1, · · · , xm) = (0, · · · , 0)}
= {(x1, · · · , xm−n, 0, · · · , 0) ∈ U}

ゆえに主張が成り立つ．

系 2.50. Mをm次元C∞級多様体とする．a ∈ RをC∞級写像f :M → R
の正則値で，f−1(a) 6= ∅とする．このとき，次が成り立つ．

(1) f−1(a)はM の (m− 1)次元部分多様体である．
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(2) f−1[a,∞)は境界付きm次元多様体であり，Bd(f−1[a,∞)) = f−1(a)．

証明. p ∈ f−1(a)のまわりの座標近傍で (U ; x1, · · · , xm)で

f(x1, · · · , xm−1, xm) = xm

となるものが存在する．このとき，
(1) f−1(a) ∩ U = {(x1, · · · , xm−1, xm) | xm = a} = {x1, · · · , xm−1, a) ∈

U} となるので主張が成り立つ．
(2) f−1[a,∞) ∩ U = {(x1, · · · , xm−1, xm) | xm ≥ a}であり，f−1(a,∞)

はM の開部分多様体だから，主張が成り立つ．

問題 2.9. 次を示せ．r個のベクトル a1, · · · , ar ∈ Rnが線形独立になるた
めの必要十分条件は a1, · · · , arのGramm行列 (〈ai, aj〉)1≤i,j≤r ∈ Mr(R)
が正則になることである．

上の問題の結果より

a1, · · · , ar ∈ Rnが線形独立⇔ (〈ai, aj〉)1≤i,j≤r ∈Mr(R)が正則
⇔ Gramm行列式 |(〈ai, aj〉)1≤i,j≤r| 6= 0

例 2.51. [トーラス T 2] xy 平面内
の点 (0, 2)を中心とする半径 1の円
x2+(y− 2)2 = 1を x軸のまわりに
1回転してできる回転体は右のよう
なトーラス T 2になる．T 2はR3の
2次元 compact部分多様体である．
T 2の式は

T 2 = {(x, y, z) ∈ R3 | (x2 + y2 + z2 + 3)2 = 16(y2 + z2)}

証明. T 2はR3の有界閉集合だから，compactである (定理 1.16)．C∞級
写像 f : R3 → Rを

f : R3 → R; (x, y, z) 7→ (x2 + y2 + z2 + 3)2 − 16(y2 + z2)

と定めると，T = f−1(0)．Jacobi行列 Jf は

Jf = (4x(x2 + y2 + z2 + 3), 4y(x2 + y2 + z2 − 8), 4z(x2 + y2 + z2 − 8))
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T 2の各点で Jf 6= 0を言えばよい．T 2上で

Jf = 0

⇔ x = 0, y(x2 + y2 + z2 − 8) = z(x2 + y2 + z2 − 8) = 0

⇔ (x, y, z) = (0, 0, 0)または x = 0, y2 + z2 = 8

⇔ x = 0, y2 + z2 = 8 ((0, 0, 0) 6∈ T 2)

x = 0, y2+z2 = 8となる点はT 2上の点ではないので，T 2上でJf 6= 0．

[参考] T 2のパラメーター表示は，

x(t, u) = cos u,

y(t, u) = cos t(2 + sin u),

z(t, u) = sin t(2 + sin u)

(0 ≤ t, u ≤ 2π)

で与えられる ．

(cos u, 2 + sin u)

2

−2

1

−1

x

y

O

自然数m, kは (1 ≤)k ≤ mを満たすとする．Rm内の正規直交 k枠の全
体を Vm,kとする．Vm,kの元を表示するのに必要なパラメーターの数を調
べてみよう．Vm,kの元AをRmの列ベクトルを並べてA = (a1, · · · , ak)と
表示すると，{a1, · · · , ak}は互いに直交する単位ベクトルである．単位ベ
クトル a1を指定するのにm − 1 = dimSm−1個のパラメータが必要であ
る．a1と直交する単位ベクトルa2を指定するのにm−2個のパラメーター
が必要である．a1, a2と直交する単位ベクトル a3を指定するのにm − 3

個のパラメーターが必要である．このように順に考えていくと Vm,kの元
を指定するのに (m− 1) + (m− 2) + · · ·+ (m− k) = mk − k(k+1)

2
個のパ

ラメーターが必要である．

例 2.52. Vm,k は (mk − k(k+1)
2

)次元 compact C∞級多様体になる．Vm,k

を Stiefel多様体という．
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証明. Vm,kは Mm,k(R) = Rmk の有界閉集合だから，compactである (定
理 1.16)．X = (x1, · · · , xk) ∈Mm,k(R)とする．C∞級関数 fij : Rmk → R
を

fij(X) = 〈xi, xj〉 − δij

と定めると，同一視 Mm,k(R) = Rmk により

Vm,k = {X ∈ Rmk | fij(X) = 0 (1 ≤ i ≤ j ≤ k)}

xi =
m∑
k=1

xkiekに対し，

〈dxi, xj〉 =
m∑
k=1

(dxki)xkj (2.20)

等の記法を用いると，(2.17)より

(dfij)X = 〈dxi, xj〉+ 〈xi, dxj〉 =
m∑
k=1

{(dxki)xkj + (dxkj)xki}

が得られる．〈dxij, dxkl〉 = δikδjl を用いると，Vm,k上で

〈(dfij)X , (dfpq)X〉 = 2(δipδjq + δiqδjp) =


4 (i = j = p = q),

2 (i = p < j = q),

0 (その他)

ゆえに，Gramm行列は対角行列で，各対角成分は 6= 0．定理 2.49より，
主張が得られる．

例 2.53. n次元球面Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1}はRn+1のn次元 compact

C∞級部分多様体である．

証明. Sn = Vn+1,1だから上の例より主張が成り立つ．

問題 2.10. R2n自然に複素構造 J をもつ．任意の p ∈ S2n−1 ⊂ R2nに対
し，Xp = Jpとおくと，p 7→ Xpは S2n−1上のベクトル場になる．次を
示せ．

(1) XはC∞級ベクトル場である．

(2) 任意の p ∈ S2n−1に対し，‖Xp‖ = 1．
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例 2.54. 直交群O(n)と特殊直交群SO(n)はMn(R) = Rn2の n(n−1)
2
次元

compact部分多様体である．ι : O(n) → M(n,R) = Rn2 で包含写像を表
すと．

(dι)A(TA(O(n)) = {AX | X ∈ o(n)} = {Y A | Y ∈ o(n)}

包含写像 ι : SO(n) →M(n,R) = Rn2についても同様である．ただし，

o(n) = so(n) = {X ∈M(n,R) | tX = −X}

証明. O(n) については O(n) = Vn,n だから上の例より直交群 O(n) は
Mn(R) = Rn2 の n(n+1)

2
次元部分多様体である．SO(n)は O(n)の開か

つ閉集合だから，SO(n)についての主張も成り立つ．
次に接空間について考察する．X ∈ o(n)に対し，O(n)の C∞級曲線

c(t)を c(t) = A exp tX と定める．このとき，c(0) = Aだから，ċ(0) ∈
TA(O(m))．

(dι)Aċ(0) =
d

dt
A exp tX|t=0 = AX ∈ (dι)A(TA(O(n))

よって，{AX | X ∈ o(n)} ⊂ (dι)A(TA(O(n))．ここで，Aは直交行列，特
に，正則行列だから，

dim{AX | X ∈ o(n)} = dim o(n) = dimO(n) = dim(dι)A(TA(O(n))

ゆえに，(dι)A(TA(O(n)) = {AX | X ∈ o(n)}．残りの主張も同様に示せ
る．

自然数m, k は (1 ≤)k ≤ m を満たすとする．標準 Hermite内積 〈 , 〉
に対する Cm 内の正規直交 k枠の全体を Wm,k とする．
Wm,kの元を表示するのに必要なパラメーターの数を調べてみよう．Wm,k

の元 A を Cm の列ベクトルを並べて A = (a1, · · · , ak) と表示すると，
{a1, · · · , ak}は互いに直交する単位ベクトルである．単位ベクトル a1を指
定するのに2m−1 = dimS2m−1(⊂ R2m = Cm)個のパラメータが必要であ
る．a1と直交する単位ベクトルa2を指定するのに2m−3個のパラメーター
が必要である．a1, a2と直交する単位ベクトルa3を指定するのに 2m−5個
のパラメーターが必要である．このように順に考えていくとVm,kの元を指
定するのに (2m−1)+(2m−3)+(2m−5)+· · ·+(2m−(2k−1)) = 2mk−k2

個のパラメーターが必要である．
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例 2.55. Wm,kはR2mk = Ckmの k(2m− k)次元 compact C∞級部分多様
体である．Wm,kを複素 Stiefel多様体という．
証明. Wm,k は R2mk の有界閉集合だから，compactである (定理 1.16)．
X = (z1, · · · , zk) = (x1 + iy1, · · · , xk + iyk) ∈ Mm,k(C)とする．C∞級関
数 fij, gij :Mm,k(C) = Cmk = R2mk → Rを

fij(X) = 〈xi, xj〉+ 〈yi, yj〉 − δij, gij(X) = 〈xi, yj〉 − 〈yi, xj〉

と定めると，

Wm,k =

{
X ∈ R2mk

∣∣∣∣∣ fij(X) = 0 (1 ≤ i ≤ j ≤ k),

gij(X) = 0 (1 ≤ i < j ≤ k)

}
(2.20)と同様の等の記法を用いると，

(dfij)X = 〈dxi, xj〉+ 〈xi, dxj〉+ 〈dyi, yj〉+ 〈yi, dyj〉,
(dgij)X = 〈dxi, yj〉 − 〈yi, dxj〉+ 〈xi, dyj〉 − 〈dyi, xj〉,
〈〈dxi, xj〉, 〈dxp, xq〉〉 = 〈xj, xq〉δip

が得られる．よって，Wm,k上で

〈(dfij)X , (dfpq)X〉 = 2(δipδjq + δiqδjp) =


4 (i = j = p = q),

2 (i = p < j = q),

0 (その他)

〈(dgij)X , (dgpq)X〉 = 2(δipδjq − δiqδjp) =

{
2 (i = p < j = q),

0 (その他)

〈(dfij)X , (dgpq)X〉 = 0

ゆえに，Gramm行列は対角行列で，各対角成分は 6= 0．よって主張が得
られる．
例 2.56. n次ユニタリー群 U(n) = {X ∈ M(n,C) | X∗X = En} はR2n2

の compact n2次元C∞級部分多様体である．
ι : U(n) → R2n2

= Cn2
= M(n,C)で包含写像を表すと，A ∈ U(n)に

対し，
(dι)A(TA(U(n)) = {AX | X ∈ u(n)} = {Y A | Y ∈ u(n)}

ただし，u(n) = {X ∈ Mn(C) | X∗ +X = O}．u(n)は n2次元実ベクト
ル空間である．
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証明. U(n) = Wn,nだから上の例よりU(n)はR2n2の compact n2次元C∞

級部分多様体である．接空間の表示は例 2.54と同様にして示せる．
例 2.57. n次シンプレクティック群 Sp(n) = {X ∈ Mn(H) | X∗X = En}
は n(2n+ 1)次元C∞級部分多様体である．ι : Sp(n) →Mn(H)で包含写
像を表すと，

(dι)A(TA(Sp(n)) = {AX | X ∈ sp(n)} = {XA | X ∈ sp(n)}

ただし，sp(n) = {X ∈Mn(H) | X +X∗ = O}．
特殊ユニタリー群 SU(n)の元を表示するのに必要なパラメーターの

数を調べてみよう．まず，A ∈ U(n)に対し，|det(A)| = 1が成り立つ．
SU(n) = {A ∈ U(m) | det(A) = 1}だから，SU(n)の元を表示するのに
必要なパラメーターの数は n2 − 1 = dimU(n)− 1である．
例 2.58. n次特殊ユニタリー群

SU(n) = {X ∈M(n,C) | X∗X = En, det(X) = 1}
= {X ∈ U(n) | Re(det(X)) = 1}
= {X ∈ U(n) | Im(det(X)) = 0}の単位連結成分

は R2n2 の compact n2 − 1次元 C∞級部分多様体である．ι : SU(n) →
R2n2

= Cn2
=M(n,C)で包含写像を表すと，A ∈ SU(n)に対し，

(dι)A(TA(SU(n)) = {AX | X ∈ su(n)} = {Y A | Y ∈ su(n)}

ただし，su(n) = {X ∈Mn(C) | X∗ +X = O, tr(X) = 0}．
証明. U(n)の部分群Gを

G := {X ∈ U(n) | Im(det X) = 0}

と定める．位相群 SU(n)はGの開（かつ閉）部分群である．
X = (z1, · · · , zn) = (x1 + iy1, · · · , xn + iyn) ∈Mn(C)とする．C∞級関
数 fij, gij, h : R2n2 → Rを

fij(X) = 〈xi, xj〉+ 〈yi, yj〉 − δij,

gij(X) = 〈xi, yj〉 − 〈yi, xj〉, h(X) = Im(det X)

と定めると，

G =

{
X ∈ R2mk

∣∣∣∣∣ fij(X) = 0 (1 ≤ i ≤ j ≤ n),

gij(X) = 0 (1 ≤ i < j ≤ n), h(X) = 0

}
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補題 2.59. X = (z1, · · · , zn) = (x1 + iy1, · · · , xn + iyn)の (i, j)余因子を
Xij + iYijとおくとき，

〈(dfij)X , (dh)X〉 =
∑
k

(xkjYki + xkiYkj + ykjXki + ykiXkj),

〈(dgij)X , (dh)X〉 =
∑
k

(ykjYki − ykiYkj − xkjXki + xkiXkj),

‖(dh)2X‖ =
∑

(X2
ij + Y 2

ij)

証明. Zij = Xij + iYijとおく．

(d det)X = d

∣∣∣∣∣∣∣
z11 · · · z1n
...

...

zn1 · · · znn

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
dz11 · · · dz1n
...

...

zn1 · · · znn

∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣
z11 · · · z1n
...

...

dzn1 · · · dznn

∣∣∣∣∣∣∣
だから

〈(d det)X , dxij〉 =

〈
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z11 · · · z1n
...

...

dzi1 · · · dzin
...

...

zn1 · · · znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, dxij

〉
= Zij,

〈(d det)X , dyij〉 =

〈
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z11 · · · z1n
...

...

dzi1 · · · dzin
...

...

zn1 · · · znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, dyij

〉
= iZij

よって，
(d det)X =

∑
(Zijdxij + iZijdyij)

虚部をとり，

(dh)X = Im(d det)X =
∑

(Yijdxij +Xijdyij)

これより直ちに主張が得られる．
補題 2.60. G上で

〈(dfij)X , (dh)X〉 = 〈(dgij)X , (dh)X〉 = 0, ‖(dh)2X‖ = n
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証明. ϵ := detX = ±1とおく．X の余因子行列を X̃ と表すと，XX̃ =

ϵEn．X ∈ GよりXX∗ = Enだから，X̃ = ϵX∗．ゆえに，

Xji + iYji = ϵ(xji − iyji)

よって，Xij = ϵxji, Yji = −ϵyji．これより直ちに主張が得られる．

[参考] 上にあげた SU(n)等が C∞級多様体，より強く Lie群となるこ
とを示すには次の強力な定理を使う方が早い．

定理 2.61. Lie群の閉部分群はまた Lie群である．

証明については [1, 定理 3.6.4]を参照．

3 Morse理論
3.1 Morse関数
2変数関数の微分積分学で次のことを学んだ：
R2で定義された C2級関数 f(x, y)が点 P (a, b)で極値をとれば，P は

f の臨界点，すなわち，∂f
∂x
(P ) = ∂f

∂y
(P ) = 0．逆に f の臨界点 P に対し，

対称行列 (Hf)(P )を

(Hf)(P ) =

(
∂2f
∂x2 (P )

∂2f
∂x∂y

(P )
∂2f
∂y∂x

(P ) ∂2f
∂y2

(P )

)

と定めると，次が言える．P が f の非退化臨界点，すなわち，(Hf)(P )

が正則のとき，

(i) f のP における指数 (=「(Hf)(P )の負の固有値の個数」)が 2なら
ば，f は P で極大である．

(ii) f の P における指数が 1ならば，f は P で極値をとらない．

(iii) f の P における指数が 0ならば，f は P で極小である．
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典型例は

(i) f(x, y) = −x2 − y2 (ii) f(x, y) = x2 − y2 (iii) f(x, y) = x2 + y2

である．(Hf)(P )が正則でないときには，いろいろな可能性があり，(Hf)(P )
の情報だけでは何とも言えない．

この節では，上のことを拡張して，多様体上の関数に対し，臨界点，非
退化臨界点を定義する．これらの概念を用いてMorse関数とその臨界点
における指数を定義する．また，いくつかの具体的なMorse関数に対し，
その臨界点を求め，指数を計算する．

定義 3.1. f : M → RをC∞級関数とする．p ∈ M が f の臨界点である
とは，(df)p = 0となるときをいう．

M の局所座標系 (x1, · · · , xm)を用いれば，

(df)p =
m∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(dxi)p

だから，pが f の臨界点⇔ ∂f
∂xi

(p) = 0 (1 ≤ i ≤ m)．

命題 3.2. p ∈Mを f :M → Rの臨界点とする．u, v ∈ Tp(M)をM上の
C∞級ベクトル場に拡張したものをそれぞれX,Y と表す．

(Hf)p(u, v) := Xp(Y f) = u(Y f) ∈ R (3.21)

と定義すると．(Hf)p(u, v)の値はX,Y の取り方によらない (well-defined)．
(Hf)p : Tp(M)× Tp(M) → Rは対称双一次形式になる．

証明. well-definedの証明は省略する．(局所座標系 (x1, · · · , xm)をとり，
u = ( ∂

∂xi
)p, v = ( ∂

∂xj
)pとした場合は，(Hf)p(u, v) =

∂2f
∂xi∂xj

(p)となる．)

対称性を示す：

(Hf)p(u, v)− (Hf)p(v, u) = Xp(Y f)− Yp(Xf) = [X,Y ]pf

ここで，[X,Y ]p ∈ Tp(M)で，pは f の臨界点だから，[X,Y ]pf = 0．ゆ
えに，(Hf)pは対称になる．双一次形式となることは明らかである．
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f の臨界点 p ∈ M に対し，対称双一次形式 (Hf)pを f の pにおける
Hesse形式 という．(Hf)pは対称だから，(Hf)pの表現行列の固有値は
実数になる．(Hf)pの正の固有値の個数，負の固有値の個数は表現行列
の取り方によらない (Sylvesterの慣性法則)．(Hf)pが正則になる (すな
わち，0を固有値にもたない)とき，臨界点 pを f の非退化臨界点という．
非退化臨界点 pに対し，(Hf)pの負の固有値の個数を f の pにおける指
数という．
f :M → Rの臨界点 pのまわりの座標近傍 (U ; x1, · · · , xm)をとれば，

(Hf)p

((
∂

∂xi

)
p

,

(
∂

∂xj

)
p

)
=

∂2f

∂xi∂xj
(p)

だから，(Hf)pの表現行列は(
∂2f

∂xi∂xj
(p)

)
1≤i,j≤m

(3.22)

となる．これを (x1, · · · , xm)に関するHesse行列という．

問題 3.1. (V ; y1, · · · , ym)を臨界点 pのまわりの他の座標近傍とすると，

(3.24) =

(
∂yj
∂xi

(p)

)
1≤i,j≤m

(
∂2f

∂yi∂yj
(p)

)
1≤i,j≤m

t

(
∂yj
∂xi

(p)

)
1≤i,j≤m

となることを示せ．

p ∈ M をC∞級関数 f : M → Rの非退化臨界点とする．pのまわりの
局所座標系 (U ; x1, · · · , xm)を xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ m)ととる．pが f の非
退化臨界点であることに注意して，f(x1, · · · , xm)を pのまわりで 2次式
で近似し，2次式の標準形を使うと次のMorseの基本補題が得られる．

命題 3.3. [Morseの基本補題]f : M → Rを C∞級関数とする．このと
き，p ∈ M が f の非退化臨界点であるとすると，点 pのまわりの座標近
傍 (U ; x1, · · · , xm)を xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ m)かつ ，ある 1 ≤ r ≤ mに
対し，

f(x1, · · · , xm) = f(p)− x21 − · · · − x2r + x2r+1 + · · ·+ x2m (3.23)

を満たすように選べる．
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証明. pのまわりの局所座標系 (U ; x1, · · · , xm)を xi(p) = 0 (1 ≤ i ≤ m)

ととる．∂2f
∂x2

1
(p) 6= 0としてよいことをまず示す．∂2f

∂x2
i
(p) (1 ≤ i ≤ m)の中

に 6= 0となるものがあれば，番号 i = 1, · · · ,mを付けかえることにより，
∂2f
∂x2

1
(p) 6= 0とできる．∂2f

∂x2
i
(p) = 0 (1 ≤ i ≤ m)のとき，(Hf)pは非退化だか

ら，特に，(Hf)p 6= O．よって，i 6= jが存在して， ∂2f
∂xi∂xj

(p) 6= 0．番号を付
けかえて， ∂2f

∂x1∂x2
(p) 6= 0としてよい．新しい局所座標系 (y1, y2, y3, · · · , ym)

を

y1 =
1

2
(x1 + x2), y2 =

1

2
(−x1 + x2), y3 = x3, · · · , ym = xm

と定めると，x1 = y1 − y2, x2 = y1 + y2だから，
∂f

∂y1
=
∂x1
∂y1

∂f

∂x1
+
∂x2
∂y1

∂f

∂x2
=

∂f

∂x1
+
∂f

∂x2
,

∂2f

∂y21
(p) =

∂2f

∂x21
(p) + 2

∂2f

∂x1∂x2
(p) +

∂2f

∂x22
(p) = 2

∂2f

∂x1∂x2
(p) 6= 0

(y1, · · · , ym)を新たに (x1, · · · , xm)と書くと，∂2f
∂x2

1
(p) 6= 0となる．この

とき，

f(x1, · · · , xm)− f(p) =

∫ 1

0

d

dt
f(tx1, · · · , txm)dt

=
m∑
i=1

∫ 1

0

∂

∂xi
f(tx1, · · · , txm)dt xi

ここで，C∞級関数 gi(x1, · · · , xm)を

gi(x1, · · · , xm) =
∫ 1

0

∂

∂xi
f(tx1, · · · , txm)dt

と定めると，

f(x1, · · · , xm)− f(p) =
m∑
i=1

gi(x1, · · · , xm)xi,

gi(0, · · · , 0) =
∂f

∂xi
(0, · · · , 0) = 0

同様に，C∞級関数 hij(x1, · · · , xm)が存在して，

gi(x1, · · · , xm) =
m∑
j=1

hij(x1, · · · , xm)xj
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ここで，Hij(x1, · · · , xm) = 1
2
(hij(x1, · · · , xm)+hji(x1, · · · , xm))とおくと，

f(x1, · · · , xm)− f(p) =
∑
i,j

Hij(x1, · · · , xm)xixj,

Hij(x1, · · · , xm) = Hji(x1, · · · , xm),
∂2f

∂xi∂xj
(p) = 2Hij(p), H11(p) =

1

2

∂2f

∂x21
(p) 6= 0,

原点の近くでH11(x1, · · · , xm) 6= 0

が成り立つ．
自然数mに関する数学的帰納法で主張を示す．
m = 1のとき，x = x1とおくと，f(x) = X1(x)x

2, H1(0) 6= 0．新しい
座標系 yを y =

√
|H11(x)|xと定めると，f = ±y2となり，主張は成り

立つ．
m− 1まで主張が成り立つと仮定する．H11の符号を ϵ = ±1とおくと，

f(x1, · · · , xm)− f(p)

= H11

(
x1 +

1

H11

m∑
j=2

H1jxj

)2

− 1

H11

(
m∑
j=2

H1jxj

)2

+
∑
i,j≥2

Hijxixj

= ϵX2
1 −

1

H11

(
m∑
j=2

H1jxj

)2

+
∑
i,j≥2

Hijxixj

ここで，
X1 :=

√
|H11|

(
x1 +

m∑
i=2

xi
H1i

H11

)
(X1, x2, · · · , xm)を考える．Jacobiの関数行列式 ∂(X1,x2,··· ,xm)

∂(x1,x2,··· ,xm)
は原点にお

いて，
∂(X1, x2, · · · , xm)
∂(x1, x2, · · · , xm)

(0, · · · , 0) = ∂X1

∂x1
(0, · · · , 0) =

√
H11(0, · · · , 0) > 0

だから，(X1, x2, · · · , xm)も pのまわりの局所座標系である．C∞級関数
H̃ij(X1, x2, · · · , xm)が存在して，

f(x1, · · · , xm)− f(p) = ϵX2
1 +

∑
i,j≥2

H̃ij(X1, x2, · · · , xm)xixj

という形になる．よって，数学的帰納法により主張が成り立つ．
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定義 3.4. M を compact C∞級多様体とする．C∞級関数 f : M → Rが
次の条件を満たすとき，f をMorse関数という．
(1) f の臨界点はすべて非退化である．

(2) p, qを f の相異なる臨界点とするとき，f(p) 6= f(q)．
定義 3.4の条件 (1)は本質的であるが，条件 (2)は本質的ではない．2実
際，(1)を満たすC∞級関数 f :M → Rを少し変形することにより (2)を
満たすようにできる ([6, 定理 2.34])．
問題 3.2. 次を示せ．f :M → RがMorse関数ならば，−fもMorse関数
であり，fの臨界点全体のなす集合と−fの臨界点全体のなす集合は一致
する．臨界点 pにおける f の指数と−f の指数の和は dimM である．

例題 3.1. p = (p1, · · · , pm+1) ∈
Rm+1 に対し，xi(p) = pi とおく．
m次元球面 Sm上の関数 f : Sm →
R; p 7→ xm+1(p)はMorse関数であ
ることを示せ．また，fの臨界点と
臨界点における指数を求めよ．

R
Sm f−→

解答. xm+1(p) > 0のとき，x1, · · · , xmは Smの局所座標系であり，

f =

√√√√1−
m∑
k=1

x2k

これより，
∂f

∂xi
=

−xi√
1−

∑
x2k

だから，(df)p = 0 ⇔ p = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sm．

∂2f

∂xj∂xi
=

−δij
√

1−
∑
x2k + xi

xj√
1−

∑
x2
k

1−
∑
x2k

2書物によっては定義 3.4, (1)を満たす関数をMorse関数ということもある．
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だから臨界点 p = (0, · · · , 0, 1)において，H(f)(p) = (−δij) = −Em．よっ
て，pは非退化で pにおける f の指数はmである．
xm+1(q) < 0のとき，x1, · · · , xmは Smの局所座標系であり，

f = −

√√√√1−
m∑
i=1

x2i

上と同様の計算で (df)q = 0 ⇔ q = (0, · · · , 0,−1)となることが示せる．
臨界点 q = (0, · · · , 0,−1)において，H(f)(q) = (δij)だから，qは非退化
で qにおける f の指数は 0である．
xm+1(p) = 0のとき，ある 1 ≤ i ≤ mが存在して，xi(p) 6= 0．pのまわ
りの局所座標系として，x1, · · · , x̂i, · · · , xm+1が採用できる．この座標系
に関して f = xm+1, df = dxm+1 6= 0だから，xm+1(p) = 0となる pは臨
界点ではない．

[参考] m次元球面 Smの基本群 π1(S
m)については

π1(S
m) =

{
Z (m = 1),

{1} (m ≥ 2)

となることが知られている．

問題 3.3. 2次元トーラス T 2 = S1 × S1上の関数 f を

f : T 2 → R; ((x1, x2), (y1, y2)) 7→ (x2 + 2)y2

ただし x21 + x22 = y21 + y22 = 1

と定める．fはMorse関数であることを示せ．また，fの臨界点と臨界点
における指数を求めよ．

問題 3.4. 次を示せ．Mをm次元 compact C∞ 級多様体，f :M → Rを
Morse関数とする．

(1) f が点 p ∈ M で最小値をとれば，pは f の臨界点であり，pにおけ
る f の指数は 0になる．

(2) f が点 q ∈ M で最大値をとれば，qは f の臨界点であり，qにおけ
る f の指数はmになる．
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定理 3.5. Mを compact C∞級多様体，f :M → RをMorse関数とする．
このとき，f の臨界点の個数は有限個である．

証明. Morseの補題（命題 3.3）より，臨界点の全体はMの離散集合にな
る．fはC∞級なので特にC1級である．よって，臨界点の全体はMの閉
集合になる．M は compactだから，臨界点の全体は compactになる (問
題 1.14)．離散集合が compactになるための条件は，その集合が有限集合
になること (例 1.17)だから，主張が従う．

例 3.6. 右図のような g 個の穴を
もつ曲面 Σg を種数 g の向き付け
可能な閉曲面という．g = 1 の
ときは，Σ1 は 2 次元トーラスで
ある．右図のような高さ関数 f は
Morse 関数である．f の臨界点は
P0, P1, · · · , P2g, P2g+1の全部で2g+

2個であり，指数 0の臨界点はP0の
1個，指数 2の臨界点は P2g+1の 1

個，指数 1の臨界点は P1, · · · , P2g

の 2g個である．
[参考] compact向き付けられた境界
のない 2次元連結多様体はΣgに微
分同型であることが知られている
([6])． P0

P2g+1

P2g−1

P2g

P1

P2

R

...

...

f−→

問題 3.5. [積多様体のMorse関数] M,N をそれぞれm,n次元 C∞級多
様体とする．f, gをそれぞれM,N 上の C∞ 級関数とする．直積多様体
M ×N 上の関数 f + gを (f + g)(x, y) = f(x) + g(y) (x ∈ M, y ∈ N) と
定める．このとき，次を示せ．

(1) d(f + g)(p,q) = 0 ⇔ (df)p = 0, (dg)q = 0．

(2) (p, q)が f + gの非退化臨界点になるための必要十分条件は，p, qが
それぞれ f, gの非退化臨界点になることである．このとき，f + g

の点 (p, q)における指数は，fの pにおける指数と gの qにおける指
数の和になる．
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(3) M,N は共に compactで，f, gはそれぞれM,N のMorse関数とす
る．{p1, · · · , pk}, {q1, · · · , ql}をそれぞれ f, gの臨界点全部の集合
とする．さらに，maxi ̸=j |f(pi) − f(pj)| < mini ̸=j |g(qi) − g(qj)|と
仮定する．このとき，f + gはM ×N のMorse関数である．

例 3.7. [m次元トーラス Tm 上のMorse関数] 単位円周 S1 上の関数
f : S1 → R; (x, y) 7→ yはMorse関数で，臨界点は p±1 = (0,±1)の 2点
である．p+1における指数は 1で p−1における指数は 0である (例題 3.1)．
正の数 a1, · · · , am を

a1 < a2, a1 + a2 < a3, · · · , a1 + · · ·+ am−1 < am

ととり，m次元トーラス Tm上の関数 F を

F (p1, · · · , pm) = a1f1(p1) + · · ·+ amfm(pm)

と定める．F はMorse関数で，臨界点全部の集合は {(pϵ1 , · · · , pϵm) | ϵi =
±1}であり，2m 個の元からなる．(pϵ1 , · · · , pϵm)における指数は #{ϵi |
ϵi = 1} である（問題 3.5）．

例 3.8. [実射影空間 RPmのMorse関数] c1 < c2 < · · · < cm+1に対し，
Rm+1 − {0}上の関数

f̃(x1, · · · , xm+1) =

m+1∑
k=1

ckx
2
k

m+1∑
k=1

x2k

=
m+1∑
j=1

cj

(
xj√∑
x2k

)2

を考える．a 6= 0のとき，f̃(ax1, · · · , axm+1) = f̃(x1, · · · , xm+1) だから，
f̃ は RPmの関数 f を誘導する．f はMorse関数で，臨界点は Rei (i =
1, · · · ,m+ 1)であり，各臨界点Reiにおける指数は，i− 1である．

証明. Vi := {x = (x1, · · · , xm+1) ∈ Rm+1 − {0} | xi > 0} とおくと，
{π(Vi) | i = 1, · · · ,m+ 1} はRPm の有限開被覆である．π(Vi)上の局所
座標系として，

yj =
xj
xi

(j = 1, · · · , i− 1), yj =
xj+1

xi
(j = i, · · · ,m)
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を用いると

f(y1, · · · , ym) =
ci +

i−1∑
k=1

cky
2
k +

m∑
k=i

ck+1y
2
k

1 +
m∑
k=1

y2k

よって，fはC∞級関数である．ここで，次の座標変換Rm → Em; (y1, · · · , ym) 7→
(z1, · · · , zm) を行う：

zj =
yj√

1 +
∑
y2k

Jacobiの関数行列は(
∂zj
∂yi

)
=

(
δij(1 + ‖y‖2)− yiyj

(1 + ‖y‖2)3/2

)
=

1

(1 + ‖y‖2)3/2
(
(1 + ‖y‖2)Em − yty

)
この行列式がO(n)不変であることに注意すると，Jacobiの関数行列式は∣∣∣∣(∂zj∂yi

)∣∣∣∣ = (1 + ‖y‖2)m−1

(1 + ‖y‖2)3m/2
=

(1 + ‖y‖2)m−1

(1 + ‖y‖2)m/2+1
> 0

逆変換は
yj =

zj√
1−

∑
z2k

である．
m∑
k=1

z2k =
1 +

∑
y2k − 1∑

y2k + 1
= 1− 1∑

y2k + 1

だから，

f(z1, · · · , zm) =
i−1∑
j=1

cjz
2
j +

m∑
j=i

cj+1z
2
j + ci(1−

i−1∑
j=1

z2j −
m∑
j=i

z2j )

= ci −
i−1∑
j=1

(ci − cj)z
2
j +

m∑
j=i

(cj+1 − ci)z
2
j

よって，
(df)z = 0 ⇔ (z1, · · · , zm) = (0, · · · , 0) ⇔ z = Rei

f(Rei) = ci (1 ≤ i ≤ m+ 1)だから，これらの値はすべて異なる．f は点
Reiで非退化であり，指数は i− 1である．
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例 3.9. [複素射影空間CPmのMorse関数] c1 < c2 < · · · < cm+1 に対し
Cm+1 − {0}上の関数

f̃(z1, · · · , zm+1) =

m+1∑
k=1

ck|zk|2

m+1∑
k=1

|zk|2
=

m+1∑
j=1

cj

∣∣∣∣ zj∑
|zk|2

∣∣∣∣2

を考える．a ∈ C − {0}のとき，f̃(az1, · · · , azm+1) = f̃(z1, · · · , zm+1)

だから，f̃ は CPm の関数 f を誘導する．f はMorse関数で，臨界点は
Cei (i = 1, · · · ,m+1)であり，各臨界点Ceiにおける指数は，2(i− 1)で
ある．
証明. Vi := {z = (z1, · · · , zm+1) ∈ Cm+1 − {0} | zi 6= 0}とおくと，
{π(Vi) | i = 1, · · · ,m+ 1}はCPmの有限開被覆である．π(Vi)上で

wj =
zj
zi

(j = 1, · · · , i− 1), wj =
zj+1

zi
(j = i, · · · ,m)

とおき，π(Vi)上の局所座標系 {Re(w1), Im(w1), · · · ,Re(wm), Im(wm)}を
用いる．f(Re(w1), Im(w1), · · · ,Re(wm), Im(wm))を f(w1, · · · , wm)と略
記すると，

f(w1, · · · , wm) =

ci +
i−1∑
k=1

ck|wk|2 +
m∑
k=i

ck+1|wk|2

1 +
m∑
k=1

|wk|2

よって，f はC∞級関数である．ここで，
ζj =

wj√∑
|wk|2 + 1

とおき，変数変換 {Re(wj), Im(wj)} 7→ {Re(ζj), Im(ζj)}を行うと，

f(ζ1, · · · , ζm) = ci −
i−1∑
j=1

(ci − cj)|ζ|2j +
m∑
j=i

(cj+1 − ci)|ζ|2j

よって，
(df)w = 0 ⇔ (ζ1, · · · , ζm) = (0, · · · , 0) ⇔ w = Cei

f(Cei) = ci (1 ≤ i ≤ m+ 1)だから，これらの値はすべて異なる．f は点
Ceiで非退化であり，指数は 2(i− 1)である．
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[参考] CPmは単連結である．([6, 例 5.10])

例 3.10. [直交群O(m)上のMorse関数] 0 < c1 < · · · < cmとする．O(m)

上のC∞級関数 f : O(m) → Rを

f(xij) =
m∑
i=1

cixii ((xij) ∈ O(m))

と定める．

補題 3.11. f の臨界点は p = (ϵiδij)1≤i,j≤m (ϵi = ±1)．

証明. p = (pij) ∈ O(m)とおく．u ∈ o(m)とする．
d

dt
f((exp tu)p)|t=0 =

d

dt |t=0

∑
i,j

ci(exp tu)ijpji (f の定義)

=
∑
i,j

ci(
d

dt |t=0
exp tu)ijpji =

∑
i,j

ciuijpji

=
∑
i

ci(up)ii

(上の計算で exp tuの具体的な表示は必要ない)

同様に，
d

dt
f(p exp tu)|t=0 =

∑
i

ci(pu)ii

pが f の臨界点となるための必要十分条件は，任意の u ∈ o(m)について，∑
i

ci(up)ii =
∑
i

ci(pu)ii = 0

0 < ciと i 6= jのとき ci 6= cjを用いて，主張が得られる．

補題 3.12. fの臨界点 p = (ϵiδij)1≤i,j≤m (ϵi = ±1)におけるHesse行列は，
対角行列であり，

(Hf)p(Eij − Eji, Ekl − Elk) = −(ϵici + ϵjcj)δikδjl (i < j, k < l))

特に，各臨界点は非退化である．
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証明. u = Eij − Eji (i < j), v = Ekl − Elk (k < l) とおく．vp を
d
dt
p exp sv|t=0 によって，O(m)の pにおける接ベクトルと見る．これを

O(m)上のC∞級ベクトル場 Y に

Yq =
d

ds
q exp sv|s=0 ∈ Tq(O(m))

によって拡張する．(3.21)より，

(Hf)p(up, vp) = u(Y f) =
d

dt
(Y f)(p exp tu)|t=0

=
∂2

∂s∂t
f(p exp tu exp sv)|s=t=0

=
∂2

∂s∂t |s=t=0

∑
i

ci(p exp tu exp sv)ii (f の定義)

=
∂2

∂s∂t |s=t=0

∑
i,j,k

pij(exp tu)jk(exp sv)ki

=
∑
i,j,k

ϵiδij(
d

dt |t=0
exp tu)jk(

d

ds |s=0
exp sv)ki (p = (ϵiδij))

=
∑
i,k

ϵiuikvki =
∑
i

ϵi(uv)ii (3.24)

これを用いて，(Hf)pの表示式が得られる．0 < ciと i 6= jのとき ci 6= cj
を用いて，−(ϵici + ϵjcj) 6= 0が得られる．ゆえに，各臨界点は非退化で
ある．
補題 3.13. 2ci < ci+1のとき，f はMorse関数である．
証明. {i1, · · · , iq} = {i | ϵi = 1}とおく．臨界点 p = (ϵiδij)1≤i,j≤mにお
いて，

f(p) =
m∑
i=1

ciϵi =

q∑
k=1

cik − (
m∑
i=1

ci)−
q∑

k=1

cik) = 2

q∑
k=1

cik −
m∑
i=1

ci

各臨界値がすべて異なることをいえばよい．そのためには，{1, · · · ,m}
の部分集合 A,B に対し，

∑
i∈A

ci =
∑
j∈B

cj ⇒ A = B を言えばよい．i0 =

max{i | ci ∈ A∪B}とおく．i0 ∈ Aまたは i0 ∈ Bである．i0 6∈ Bならば，
∑
j∈B

cj ≤
i0−1∑
j=1

cj <

i0−1∑
j=1

ci0
2i0−j

≤ ci0 ≤
∑
i∈A

ci
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となり矛盾が起こる．ゆえに，i0 ∈ B．よって，i0 ∈ A ∩ B．帰納的に，
A = Bが得られる．

補題 3.14. fの臨界点p = (ϵiδij)1≤i,j≤mに対し，{i1, · · · , iq} = {i | ϵi = 1}
とおく．点 pにおける f の指数は (i1 − 1) + (i2 − 1) + · · ·+ (iq − 1)．

証明. 補題 3.12より，対角行列 (Hf)pの対角成分は−(ϵici+ϵjcj) (i < j)．
よって，指数は#{(i, j) | −(ϵici + ϵjcj) < 0, 1 ≤ i < j ≤ m}．ここで，

ϵi = ϵj = 1 ⇒ −(ϵici + ϵjcj) = −(ci + cj) < 0,

ϵi = −1, ϵj = 1 ⇒ −(ϵici + ϵjcj) = ci − cj < 0,

ϵi = ϵj = −1 ⇒ −(ϵici + ϵjcj) = ci + cj > 0,

ϵi = 1, ϵj = −1 ⇒ −(ϵici + ϵjcj) = cj − ci > 0

よって，−(ϵici + ϵjcj) < 0 ⇔ ϵj = 1(i < j)．ゆえに指数は

#{(i, j) | −(ϵici + ϵjcj) < 0, 1 ≤ i < j ≤ m} = #{(i, j) | ϵj = 1}
= #{(i, ik) | 1 ≤ i ≤ ik − 1, 1 ≤ k ≤ q}
= (i1 − 1) + (i2 − 1) + · · ·+ (iq − 1)

例 3.15. [ユニタリー群U(m)上のMorse関数] 0 < c1 < · · · < cmとする．
U(m)上のC∞級関数 f : U(m) → Rを

f(p) = Re(
m∑
i=1

cizii) (p = (zij) ∈ U(m))

と定める．

uij := Eij − Eji, vi :=
√
−1Eii, vij :=

√
−1(Eij + Eji)

とおくと，

{puij | i < j} ∪ {pvij | i ≤ j} ∪ {pvi | i}

は (dι)pTp(U(m)) の基底である．

補題 3.16. f の臨界点は p = (ϵiδij)1≤i,j≤m (ϵi = ±1)．
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証明. p = (zij)とおく．u ∈ u(m)とする．補題 3.11と同様の計算により，
d

dt
f((exp tu)p)|t=0 =

∑
i

ciRe(up)ii,

d

dt
f(p exp tu)|t=0 =

∑
i

ciRe(pu)ii

pが f の臨界点となるための必要十分条件は，任意の u ∈ o(m)について，∑
i

ciRe(up)ii =
∑
i

ciRe(pu)ii = 0

0 < ciと i 6= jのとき，ci 6= cjを用いて，主張が得られる．
補題 3.17. fの臨界点 p = (ϵiδij)1≤i,j≤m (ϵi = ±1)におけるHesse行列は，
対角行列であり，

(Hf)p(vi, vi) = −ciϵi,
(Hf)p(vij, vij) = (Hf)p(vij, vij) = −(ciϵi + cjϵj) (i < j)

特に，各臨界点は非退化である．
証明. (3.24)と同様に計算により，

(Hf)p(u, v) =
∑
i

ϵiRe(uv)ii

これを用いて，主張が得られる．
補題 3.13の証明と同様にして，2ci < ci+1のとき，f はMorse関数で
あることが示せる．補題 3.14の証明と同様にして，次が示せる．f の臨
界点 p = (ϵiδij)1≤i,j≤mに対し，{i1, · · · , iq} = {i | ϵi = 1}とおく．点 pに
おける f の指数は
2(i1−1)+2(i2−1)+· · ·+2(iq−1)+q = (2i1−1)+(2i2−1)+· · ·+(2iq−1)

例 3.18. [シンプレクティック群Sp(m)上のMorse関数] 0 < c1 < · · · < cm
とする．Sp(m)上のC∞級関数 f : Sp(m) → Rを

f(p) = Re(
m∑
a=1

cazaa) (p = (zab) ∈ Sp(m))

と定める．このとき，fはMorse関数であり，臨界点は p = (ϵaδab)a,b．臨
界点 p = (ϵaδab)a,b における指数は (4i1 − 1) + · · · + (4iq − 1)．ここで，
{i1, · · · , iq} = {i | ϵi = 1}．
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証明. ι : Sp(m) → Hm = R4mで包含写像を表すと，

(dι)ATA(Sp(m)) = {AX | X ∈ sp(m)} = {XA | X ∈ sp(m)}

p = (xab) ∈ Sp(m)が f の臨界点になるための必要十分条件は，任意の
u ∈ sp(m)について，

Re(
∑

ca(pu)aa) = Re(
∑

ca(up)aa) = 0

p = (xab) ∈ Sp(m)をfの臨界点とする．u = iEddのとき，pu =
∑

a xadiEad

だから，Re(
∑
ca(pu)aa) = Re(cdxddi) = 0．cd > 0より，Re(xddi) = 0．

同様に，u = jEdd, kEddとおくことにより，Re(xddj) = Re(xddk) = 0が
得られる．よって，xdd ∈ R．
u = Ede − Eedとおくと，

pu =
∑
a

(xadEae − xaeEad), up =
∑
b

(xebEdb − xdbEeb)

これより，

ceRe(xed)− cdRe(xde) = 0, cdRe(xed)− ceRe(xde) = 0

0 < c1 < · · · < cm より，Re(xed) = Re(xde) = 0 (d 6= e)．同様に，
u = i(Ede + Eed), j(Ede + Eed), k(Ede + Eed)とおくと，

Re(i(cdxed + cexde)) = Re(j(cdxed + cexde)) = Re(k(cdxed + cexde)) = 0

が得られるので，0 < c1 < · · · < cmより，xed = 0 (e 6= d)．ゆえに，f の
臨界点は p = (ϵaδab)a,b．
次に f の臨界点 p = (ϵaδab)a,bにおける指数を求める．u, v ∈ sp(m)に
対し，

(Hf)p(u, v) = Re(
∑
a

ϵaca(uv)aa) 特に (Hf)p(u, u) = Re(
∑
a

ϵaca(u
2)aa)

u = iEaa, jEaa, kEaa のとき，u2 = −Eaa より，(Hf)p(u, u) = −ϵaca．
u = Eab − Eba, i(Eab + Eba), j(Eab + Eba), k(Eab + Eba) (a 6= b)のとき，
u2 = −(Eaa + Ebb)より，(Hf)p(u, u) = −(ϵaca + ϵbcb)．u = i(Eab +

Eba), v = j(Ecd+Edc)等の場合には，(Hf)p(u, v) = 0 となるので，Hesse

行列は対角行列であり，指数の公式が得られる．
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例 3.19. [特殊ユニタリー群 SU(m)上のMorse関数] 0 < c1 < · · · < cm
とする．SU(m)上のC∞級関数 f : SU(m) → Rを

f(p) = Re(
m∑
i=1

cizii) (p = (zij) ∈ SU(m))

と定める．ユニタリー群の場合の計算と同様にして，p ∈ SU(m)が f の
臨界点ならば，pは対角行列 p = (ziδij)i,jであることがわかる．

uij = Eij − Eji, vij =
√
−1(Eij + Eji), wi =

√
−1(E11 − Ei+1,i+1)

とおくと，{uij, vij | 1 ≤ i < j ≤ m} ∪ {wi | 1 ≤ i ≤ m − 1} は，su(m)

の基底である．
補題 3.20. p = (ziδij)i,j が f の臨界点であるための必要十分条件は，
ciIm(zi) = cjIm(zj)が成り立つことである．このとき，

(Hf)p(uij, ukl) = (Hf)p(vij, vkl) = −δikδjlRe(cizi + cjzj) (i < j, k < l),

(Hf)p(wi, wj) = −Re(c1z1 + ci+1zi+1δij),

(Hf)p(uij, vkl) = δikδjlRe(
√
−1(cizi − cjzj)) (i < j, k < l),

(Hf)p(uij, wk) = (Hf)p(vij, wk) = 0

証明. X =
√
−1(Eii−Ejj) ∈ su(m)に対し，(pX)ll =

√
−1(ziδil− zjδjl)．

これを用いて，
d

dt |t=0
f(p exp tX) = Re(

∑
cl(pX)ll) = −ciIm(zi) + cjIm(zj)

ゆえに前半の主張が得られる．Hf の計算は (3.24)と同様にして得られ
る．
補題 3.21. c1に比べて ci (i ≥ 2)が十分大きい (ci ≥ 3(m − 1)c1)とき，
p ∈ SU(m)が f の臨界点であるための必要十分条件は，

p = (ϵiδij), ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵm = 1

となることである．このとき，

(Hf)p(uij, ukl) = (Hf)p(vij, vkl) = −δikδjl(ciϵi + cjϵj) (i < j, k < l),

(Hf)p(wi, wj) = −(c1ϵ1 + ci+1ϵi+1δij) (1 ≤ i ≤ m− 1),

(Hf)p(uij, vkl) = (Hf)p(uij, wk) = (Hf)p(vij, wk) = 0
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証明. 前補題から，pが f の臨界点であるための条件は，

p = (e
√
−1θiδij), c1 sin θ1 = ci sin θi, θ1 + θ2 + · · ·+ θm ∈ 2πZ

特に，
c1| sin θ1| = ci| sin θi|, θ1 + θ2 + · · ·+ θm ∈ πZ (3.25)

が成り立つ．(3.25)を用いて，sin θ1 = sin θ2 = · · · = sin θm = 0を示せば
よい．そのためには sin θ1 = 0を示せば十分である．条件 (3.25)は θiを
θi + nπ (n ∈ Z)で置き換えても変わらないので |θi| ≤ π/2と仮定して一
般性を失わない．(3.25)を用いて，

ci| sin θ1| ≥ 3(m− 1)c1| sin θ1| = 3(m− 1)ci| sin θi|

両辺を ciで割り，
3

2
(m− 1)|θi| ≤ 3(m− 1)| sin θi| ≤ | sin θ1| ≤ |θ1|

よって
|θi| ≤

2

3(m− 1)
|θ1| ≤

π

3(m− 1)

これを用いて，

−5

6
π ≤ θ1 + θ2 + · · ·+ θm ≤ π

2
+
π

3
=

5

6
π

(3.25)と合わせて，θ1 + θ2 + · · ·+ θm = 0, θ2 + · · ·+ θm = −θ1．よって，

|θ1| ≤ |θ2|+ · · ·+ |θm| ≤
2

3
|θ1|

となり，θ1 = 0, sin θ1 = 0が得られた．
Hf の計算は前補題から直ちに得られる．

補題 3.13の証明と同様にして，ci が適切な条件を満たすとき，f が
Morse関数となることが示される．{i1 < · · · < iq} = {i | ϵi = 1}とおく．

命題 3.22. Morse関数 f の臨界点 p = (ϵiδij), ϵi = ±1, ϵ1 · · · ϵm = 1 にお
ける指数は
ϵ1 = 1のとき，(2i2 − 1) + · · ·+ (2iq − 1)．
ϵ1 = −1のとき，(2i1 − 1) + (2i2 − 1) + · · ·+ (2iq − 1) ≥ 3．
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証明. 点 pにおけるHesse行列は

(HF )p =

(Hf)p(uij, ukl)

(Hf)p(vij, vkl)

(Hf)p(wi, wj)


ここで，行列H := ((Hf)p(wi, wj))は

H =


−(c1ϵ1 + c2ϵ2) −c1ϵ1 · · · −c1ϵ1

−c1ϵ1 −(c1ϵ1 + c3ϵ3) · · · −c1ϵ1
...

. . .
...

−c1ϵ1 · · · · · · −(c1ϵ1 + cmϵm)


c1に比べて ci (i ≥ 2)が大きいとき，行列Hの負の固有値の数は対角行列

−c2ϵ2
−c3ϵ3

. . .

−cmϵm


の負の固有値の数#{i | 2 ≤ i ≤ m, ϵi > 0} ∈ {q − 1, q}に等しい．補
題 3.14の計算と同様にして，指数は
ϵ1 = 1のとき，i1 = 1だから，

2(i1 − 1) + · · ·+ 2(iq − 1) + q − 1 = (2i1 − 1) + · · ·+ (2iq − 1)− 1

= (2i2 − 1) + · · ·+ (2iq − 1)

ϵ1 = −1のとき，

2(i1 − 1) + · · ·+ 2(iq − 1) + q = (2i1 − 1) + · · ·+ (2iq − 1)

♥ wiを適切に選んで，Hを対角行列にするような証明も試みたが，この
ような証明をしようとするとwi の置き方を p = (ϵiδij)に依存して変更せ
ねばならず，私には出来なかった．♥

[参考] Morse関数の臨界点の個数について以下の定理 3.23が知られて
いる．

定理 3.23. M を compact C∞級多様体とする．M 上のMorse関数 f の
臨界点の個数の偶奇は f の取り方によらない．
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証明については [2]を参照．
[参考] compact多様体上にたくさんのMorse関数が存在することが知
られている：
C∞(M)上に適切な位相 (C2-近似)を入れるとき，次が成り立つ．
定理 3.24. [5]M を compact C∞級多様体とする．M 上のMorse関数全
体は，C∞(M)の稠密な開集合である．
上の定理は，(i) [稠密性] 任意の C∞級関数の（C2近似の意味で）ど
んな近くにもMorse関数があり (問題 1.3も参照)，(ii) [開集合] 任意の
Morse関数の近くの関数はすべてMorse関数であることを主張している．
(i)の証明には，Sardの定理を用いる．(ii)は問題 4.8の結果から，成り
立つことが推察される．

3.2 Morse理論の基本定理
この節の目的はMorseの基本定理 (定理 3.33)を示すことである．
後に必要になる補題を準備しておく．
補題 3.25. ϵ > 0に対し，次の条件を満たす C∞級関数 µ : R → Rが存
在する:

µ(0) > ϵ,

µ(x) ≥ 0, (x ∈ R),
− 1 < µ′(x) ≤ 0 (x ∈ R),
µ(x) = 0 ⇔ µ′(x) = 0 ⇔ x ≥ 2ϵ

2ϵ

ϵ

x

y

O

証明. C > 0, k > 0に対し，0以上の値をとる関数 µ : R → Rを

µ(x) =

{
C exp

(
k

x−2ϵ

)
(x < 2ϵ),

0 (x ≥ 2ϵ)

と定めると µはC∞級になる．明らかに，µ(x) = 0 ⇔ x ≥ 2ϵ．導関数は

µ′(x) =

{
− Ck

(x−2ϵ)2
exp

(
k

x−2ϵ

)
(x < 2ϵ),

0 (x ≥ 2ϵ)
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となるので，µ′(x) ≤ 0であり，µ′(x) = 0 ⇔ x ≥ 2ϵ．残りの条件が満た
されるようにC, kを定める．µ(0) = C exp

(
− k

2ϵ

)より，
µ(0) > ϵ⇔ C exp

(
− k

2ϵ

)
> ϵ⇔ C > ϵ exp

(
k

2ϵ

)
第二次導関数は

µ′′(x) =

{
Ck

(x−2ϵ)3

(
2 + k

x−2ϵ

)
exp

(
k

x−2ϵ

)
(x < 2ϵ),

0 (x ≥ 2ϵ)

x < 2ϵのとき，µ′′(x) = 0 ⇔ k
x−2ϵ

= −2 ⇔ x = 2ϵ− k
2
．増減表は

x · · · 2ϵ− k
2

· · · 2ϵ

µ′′(x) − 0 +

µ′(x) ↗ 最小 ↘

µ′(2ϵ− k
2
) = −4C

k
e−2だから，

−1 < µ′(x) (x ∈ R) ⇔ −1 < µ′(2ϵ− k

2
) ⇔ 1 >

4C

k
e−2

よって，k, Cの満たすべき条件は

ϵ exp

(
k

2ϵ

)
< C <

k

4
e2

k = 2ϵとおく．2 < eより ϵe < ϵ
2
e2．よって，ϵe < C < ϵ

2
e2と Cをとれ

ばよい．

たとえば，ϵ = 1/2のときは，k = 1, C = 8/5とおくと，条件を満たす．
このとき，

µ(x) =

{
1.6 exp

(
1

x−1

)
(x < 1)

0 (x ≥ 1)

問題 3.6. 補題 3.25の関数 µに対し，

D := {(x1, x2) ∈ R2 | x21 − x22 + µ(x21 + 2x22) = ϵ}

とおく．次を示せ．

(1) (x1, x2) ∈ D ⇒ (−x1, x2), (x1,−x2), (−x1,−x2) ∈ D
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(2) b > 0が一意に存在して，(0, b) ∈ D

(3) 陰関数定理により，x1 = 0の近傍で定義されたC∞級関数 g(x1)を
g(0) = b, x21 − g(x1)

2 + µ(x21 + 2g(x1)
2) = ϵ で定めることができる．

このとき，g(x1)は偶関数である．さらに，x1 > 0のとき，g(x1)は
単調増加である．

定理 3.26. M をm次元 compact C∞ 級多様体とする．C∞ 級関数 f :

M → Rは，ある閉区間 [a, b]に対して，M b
a := f−1[a, b]上に臨界点をも

たないとする．f−1(a) 6= ∅, f−1(b) 6= ∅と仮定する．このとき，
(1) f−1(a)と f−1(b)はC∞級微分同型である．
(2) Ma = f−1(−∞, a]と M b = f−1(−∞, b]はC∞級微分同型である．
(3) MaはM bの変位レトラクトである．
(4) M b

aと f−1(a)× [a, b]はC∞級微分同型である．
[注意] 上の定理から compactという仮定をはずした主張は成り立たな
い．このような例をあげよう．R2上のC∞級関数を f(x, y) = yと定める
と，∂f

∂y
= 1 6= 0だから，各点 pで (df)p 6= 0．OをR2の空でない開集合と

すると，f のOへの制限はC∞級で，各点 p ∈ Oで (df)p 6= 0．Oとして
下図のような開集合を考えると，Oは compactではない (定理 1.16)．あ
る点 aの逆像 f−1(a)は弧状連結であり，他の点 bの逆像 f−1(b)は弧状連
結にならないので f−1(a)と f−1(b)は位相同型にならない．

y

b

a

例 3.6のような種数 gの向き付け可能な閉曲面から，一点を取り除いて
得られる曲面とその高さ関数も反例になる．
[注意] f はM b

a := f−1[a, b]上に臨界点をもたないので，定理 2.49より，
f−1(a), f−1(b)はM の (m− 1)次元部分多様体である．
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証明の方針. fの増加方向を向くベクトル場Xを考える．Xの定める１径
数変換群φtから求める微分同型写像やレトラクションが構成できる．
証明. (A) V := {x ∈ M | (df)x 6= 0}はM の開集合で，M b

a ⊂ V．M
は compactだから，M 上にはRiemann計量 〈 , 〉が存在する (定理 2.30,

例 1.22)．
V の各点 xで (gradf)x 6= 0だから，V 上のベクトル場Xを

X :=
gradf

‖gradf‖2

で定められる．このとき，

(df)(X) = 〈gradf,X〉 =
〈
gradf,

gradf

‖gradf‖2

〉
= 1

Xの生成する局所 1径数変換群を φtと表す．このとき，
d

dt
f(φt(p)) = Xφt(p)f = (df)φt(p)X = 1

だから，積分して
f(φt(p)) = f(p) + t

この後，多少不備があるが方針のわかりやすい証明を与え，次に厳密な
証明を与える．
証明の続き (荒いもの). M は compactだから，X は完備である，と言
いたいところだが，XはM上のベクトル場ではなく，V 上のベクトル場
なので，一般にはこうはいかない．しかし，Xは完備，すなわち，φtに
おける tの動く範囲が (−∞,∞)だとしてひとまず話を進めてみる．
(1) φb−a : f−1(a) → f−1(b)は微分同型写像になる．逆写像は φa−b :

f−1(a) → f−1(b)である．
(2) φb−a :M

a →M bは微分同型写像になる．逆写像はφa−b :M
b →Ma

である．
(3) r :M b × [0, 1] →M b; (x, t) 7→ φt(a−b)(x)を

r(p, t) =

{
p (p ∈Ma),

φt(a−f(p))(p) (p ∈M b
a)

と定める．rがMaのM bにおける変位レトラクションになることを示す．
Ma ∩M b

a = f−1(a) 3 pに対し，φt(a−f(p))(p) = φ0(p) = pだから，rは連
続である．
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• r(p, 0) = φ0(p) = p

• r(p, 1) = φa−b(p) ∈Ma ((2)より)

• p ∈Maのとき，r(p, t) = p．
ゆえに主張が示された．
(4) 二つの写像

k : f−1(a)× [a, b] →M b
a; (x, t) 7→ φt−a(x),

h :M b
a → f−1(a)× [a, b]; p 7→ (φa−f(p)(p), f(p))

が互いに逆写像になることを言えばよい．
hk(x, t) = h(φt−a(x)) (kの定義)

= (φa−f(φt−a(x))(φt−a(x)), f(φt−a(x)) (hの定義)

= (φa−t(φt−a(x)), t) (f(φt−a(x)) = f(x) + t− a = t)

= (x, t),

kh(p) = k(φa−f(p)(p), f(p)) (hの定義)

= φf(p)−a(φa−f(p)(p)) (kの定義)

= p

以上で主張が示された．
上の証明には不備があったので，修正した証明を与える．
証明の続き (厳密なもの). C∞級関数 h :M → Rを 0 ≤ h(p) ≤ 1かつ

h(p) =

{
1 (p ∈M b

a),

0 (p 6∈ V )

を満たすようにとれる．このとき，
(B) M上のC∞級ベクトル場Xで (df)(X) = hとなるものが存在する．
V 上で ‖grad f‖2 > 0だから，M 上のC∞級ベクトル場Xを次で定め
られる：

X =

{
h grad f
∥grad f∥2 (V 上),

0 (その他)

このとき，

(df)(X) = 〈grad f,X〉 =

{
h (V 上),

0 (その他)

}
= h
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よって，このXが求めるものである．
Mは compactだから，Xは完備である (定理 2.26)．c(t)をXの積分曲
線とすると，パラメーター tの動く範囲は実数全体Rになる．このとき，

d

dt
f(c(t)) = ċf = (df)c(t)(X) = h(c(t))

両辺を 0から tまで積分して，

f(c(t))− f(c(0)) =

∫ t

0

h(c(s))ds

Xの定める１径数変換群をφtと表す．微分同型写像φb−a = φ−1
a−bでf−1(a)

と f−1(b)が移り合うことを言えばよい．φ0(p) = pだから，

f(φt(p)) =

∫ t

0

h(φs(p))ds+ f(p) (3.26)

これより，次が従う．
(a) φs(p) ∈M b

a (s ∈ [0, t])ならば，h(φs(p)) = 1だから，

f(φt(p)) = t+ f(p)

(b) 0 ≤ h ≤ 1だから，t ≥ 0ならば，

f(p) ≤ f(φt(p)) ≤ t+ f(p)

(c) 0 ≤ h ≤ 1だから，t ≤ 0ならば，

f(p) ≥ f(φt(p)) ≥ t+ f(p)

(1) (b)で p ∈ f−1(a), 0 ≤ t ≤ b−aとすると，a ≤ f(φt(p)) ≤ t+a ≤ b．
よって，φt(p) ∈ M b

a．t = b − aとおくと，(a)より，f(φb−a(p)) = (b −
a) + a = b．よって，φb−a(f

−1(a)) ⊂ f−1(b)．
(c)でp ∈ f−1(b), 0 ≥ t ≥ a−bとすると，b ≥ f(φt(p)) ≥ t+b ≥ a．よっ

て，φt(p) ∈M b
a．t = a−bとおくと，(a)より，f(φb−a(p)) = (a−b)+b = a．

よって，φb−a(f
−1(b)) ⊂ f−1(a)．

以上より，φb−a(f
−1(a)) = f−1(b), φb−a(f

−1(b)) = f−1(a)．よって，(1)

が得られた．
(2) φb−a(M

a) ⊂M b, φa−b(M
b) ⊂Maを示せばよい．
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p ∈Maとする．(b)より，f(φb−a(p)) ≤ (b−a)+f(p) ≤ (b−a)+a = b．
よって，φb−a(M

a) ⊂M b．
次にφa−b(M

b) ⊂Maを示す．まず，M b =Ma∪M b
aに注意する．p ∈Ma

とすると，(c)より，a ≥ f(p) ≥ f(φa−b(p))．よって，φa−b(M
a) ⊂Ma ⊂

M b．
最後に，φa−b(M

b
a) ⊂Maを示す．

p ∈M b
aとする．a−f(p) ≤ t ≤ 0を満たす任意の tについて，φt(p) ∈M b

a

となることをまず示す．(c)より，b ≥ f(p) ≥ f(φt(p)) ≥ t + f(p) ≥ a．
よって，φt(p) ∈M b

a．このとき，(a)より，a−f(p) ≤ t ≤ 0を満たす任意の
tについて，f(φt(p)) = t+f(p)．t = a−f(p)とおくと，f(φa−f(p)(p)) = a．
ゆえに，

(d) φa−f(p)(p) ∈ f−1(a) ⊂Ma.

このことと f(p)− b ≤ 0を用いて，

φa−b(p) = φf(p)−b(φa−f(p)(p)) ∈ φf(p)−b(M
a) ⊂Ma ((c)より)

よって，φa−b(M
b
a) ⊂Maが得られ，(2)が示された．

(3) 写像 r :M b × I →M b =Ma ∪M b
aを

r(p, t) =

{
p (p ∈Ma),

φt(a−f(p))(p) (p ∈M b
a)

と定める．rがMaのM bにおける変位レトラクションになることを示す．
まず，r(M b × I) ⊂ M bを確認しておく．(p, t) ∈ M b

a × I とすると，(c)

より

b ≥ f(p) ≥ f(φt(a−f(p))(p)) ≥ t(a− f(p)) + f(p) ≥ (a− f(p)) + f(p) = a

よって，φt(a−f(p))(p) ∈ M b
a．このとき，(b)より f(φt(a−f(p))(p)) = t(a −

f(p)) + f(p)となるから，t = 1とおき，φa−f(p)(p) ∈ f−1(a)．次に rが
連続となることを示す．p ∈ Ma ∩M b

a = f−1(a)のとき，φt(a−f(p))(p) =

φ0(p) = pとなるから，rは連続である．rの定義より

r(p, 0) = p,

r(p, 1) =

{
p (p ∈Ma),

φa−f(p)(p) ∈ f−1(a) ⊂Ma (p ∈M b
a)

r(p, t) = p (p ∈Ma)
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よって，MaはM bの変位レトラクトである．
(4) C∞級写像 h :M →M × R, k :M × R →M を

h :M →M × R; p 7→ (φa−f(p)(p), f(p)),

k :M × R →M ; (p, t) 7→ φt−a(p)

と定める．(d)と (b)より

h|M b
a :M b

a → f−1(a)× [a, b] ((d)より),

k|(f−1(a)× [a, b]) : f−1(a)× [a, b] →M b
a ((b)より)

これらが互いに逆写像になることを示せばよい．p ∈M b
aに対し，

(kh)(p) = k(φa−f(p)(p), f(p)) = φf(p)−aφa−f(p)(p) = p

(p, t) ∈ f−1(a)× [a, b]に対し，

(hk)(p, t) = h(φt−a(p)) (kの定義)

= (φa−f(φt−a(p))(φt−a(p)), f(φt−a(p))) (hの定義)

= (φt−f(φt−a(p))(p), f(φt−a(p)))

(b)より
a = f(p) ≤ f(φt−a(p)) ≤ (t− a) + f(p) = t ≤ b

よって，φt−a(p) ∈M b
a．(a)より，f(φt−a(p)) = (t− a) + f(p) = t．これ

を用いて，(hk)(p, t) = (φ0(p), t) = (p, t)．以上で主張が示された．
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命題 3.27. M を m次元 compact

C∞級多様体とする．Morse関数f :

M → Rはp ∈Mで最小値c = f(p)

をとるとする．b > cとなる実数 b

が存在して，M b = f−1(−∞, b]に
f の臨界点は p以外にないとする．
このとき，1点 e0はM bの変位レト
ラクトになる． p c

b

R

Mb

M

証明の方針. ϵ > 0を c < c+ ϵ < bととる．仮定より，f は f−1[c+ ϵ, b] =

M b
c+ϵ上に臨界点をもたない．定理 3.26, (3)より，M c+ϵはM bの変位レ
トラクトである．e0がM c+ϵの変位レトラクトであることが示せれば，補
題 1.36より，e0はM bの変位レトラクトになる．
Morseの補題より，pのまわりの座標近傍 (U ;φ, x1, · · · , xm) が存在し
て，xi(p) = 0かつ f(x) = c+ ‖x‖2．ϵ > 0が存在して，c+ ϵ < bかつ

{x ∈ Rm | ‖x‖2 < ϵ} ⊂ φ(U)

ここで，{x ∈ Rm | ‖x‖2 < ϵ}は開集合だから，U := φ−1{x ∈ Rm |
‖x‖2 < ϵ}とおき直すと，{x ∈ Rm | ‖x‖2 < ϵ} = φ(U)．x ∈ φ(U)に対
し，f(x) = c+ ‖x‖2 < c+ ϵだから，U ⊂M c+ϵ．M c+ϵはM の閉集合だ
から，Ū = {x ∈ Rm | ‖x‖2 ≤ ϵ} ⊂ M c+ϵ．ここでもし，Ū = {x ∈ Rm |
‖x‖2 ≤ ϵ} = M c+ϵが示せたとすると，M c+ϵは閉球となり，主張が従う
が，Ū =M c+ϵが成り立つことは一般には期待できない．そこで，f を多
少変形した F に対して，上の考察を行い，上の議論がすべて成立するよ
うにする．

証明. 問題 3.4, (1)の結果より，pは f の非退化臨界点で，pにおける f

のMorse指数は 0になる．Morseの補題 (命題 3.3)から，pのまわりの座
標近傍 (U,φ; x1, · · · , xm)を xi(p) = 0かつ

f(x) = f(x1, · · · , xm) = c+ x21 + · · ·+ x2m = c+ ‖x‖2
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となるようにとれる．φ(U)はRmの開集合で，0 = φ(p) ∈ φ(U)だから，
ϵ > 0が存在して，c+ ϵ < bかつ

{x ∈ Rm | ‖x‖2 < ϵ} ⊂ φ(U)

となる．補題 3.25の条件を満たすC∞級関数 µ : R → Rをとる (以下で
は µ(x)は x ≥ 0の部分のみ用いる)．C∞級関数 F :M → Rを

F (x) =

{
f(x)− µ(2‖x‖2) (x ∈ U),

f(x) (x 6∈ U)

と定義する．
(I) F−1(−∞, c+ ϵ] =M c+ϵ

(I)の証明. µ ≥ 0だから，F (x) ≤ f(x)．よって，M c+ϵ ⊂ F−1(−∞, c+ϵ]．
逆の包含を示すために x ∈ F−1(−∞, c+ ϵ]とする．F (x) = f(x)のとき，
x ∈ M c+ϵ．F (x) < f(x)のとき，x ∈ U, ‖x‖2 < ϵ．このとき，f(x) =

c+ ‖x‖2 < c+ ϵ．ゆえに，x ∈M c+ϵとなり，逆包含も示せた．

(II) F :M → Rの臨界点全体は f の臨界点全体と一致する．

(II)の証明. U の外では F = f だから，U 内で考えればよい．
∂F

∂xi
=
∂f

∂xi
− 4xiµ

′(2‖x‖2) = 2xi(1− 2µ′(2‖x‖2))

µ′ ≤ 0より，1− 2µ′(2‖x‖2) ≥ 1 > 0．よって，(dF )q = 0 ⇔ x(q) = 0 ⇔
q = p．

(III) F−1(−∞, c− ϵ]はM c+ϵの変位レトラクトである．

(III)の証明. (I)より F−1(−∞, c + ϵ] = M c+ϵ．c + ϵ < bだから，(II)よ
り F−1(−∞, c+ ϵ]内の F の臨界点は pのみである．p 6∈ F−1[c− ϵ, c+ ϵ]

を示せば，定理 3.26, (3) より主張が言える．F の定義より

F (p) = c− µ(0) < c− ϵ

よって，p 6∈ F−1[c− ϵ, c+ ϵ]．
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以上の (I)から (III)を用いて主張を示す．x 6∈ UのときF (x) = f(x) ≥ c

だから，

F−1(−∞, c− ϵ] = {x ∈M | F (x) ≤ c− ϵ}
= {x ∈ U | F (x) ≤ c− ϵ} (♥勝負あった♥)

= {x ∈ U | f(x)− µ(2‖x‖2) ≤ c− ϵ}
= {x ∈ U | µ(2‖x‖2)− ‖x‖2 ≥ ϵ} (♥決まった♥)

上式の最右辺は一変数 t = ‖x‖2に関する条件であることに注意する．C∞

級関数 gを g(t) = µ(2t)− tと定めると，g(0) = µ(0) > ϵ, g(ϵ) = −ϵ < 0．
g′(t) = 2µ′(2t)− 1 ≤ −1 < 0．よって，g(t)は単調減少関数である．中間
値の定理より，ただ一つ 0 < t0 < ϵが存在して，g(t0) = ϵとなる．よって，

F−1(−∞, c− ϵ] = {x ∈ U | ‖x‖2 ≤ t0}

ゆえに，F−1(−∞, c − ϵ] は Rm の閉球に同相である．特に一点 e0 は
F−1(−∞, c − ϵ]の変位レトラクトである．M c+ϵ はM b の変位レトラク
ト，F−1(−∞, c − ϵ]はM c+ϵの変位レトラクト，e0は F−1(−∞, c − ϵ]の
変位レトラクトだから，e0はM bの変位レトラクトである．

定理 3.28. [胞体近似定理]X を CW 複体，ν : Sn → X を連続写像とす
る．このとき，νにホモトープな連続写像 ν1 : Sn → X で ν1(S

n) ⊂ Xn

(XnはXの nスケルトン）となるものが存在する．

証明は [3, p. 115, 定理 3.6.5]を参照．
胞体近似定理は非常に強力であることが次の例からもわかる．

例 3.29. n < mとする．連続写像 f : Sn → Smは定値写像にホモトープ
である．

証明. Sn, SmをCW複体に分割するとSn = e0∪en, Sm = e0∪em．n < m

だから Smの nスケルトンは e0．胞体近似定理より主張が成り立つ．

命題 3.30. Xを位相空間とする．2つの連続写像ν0, ν1 : S
n−1 → Xがホモ

トープならば，Xにn次元胞体をそれぞれ ν0, ν1で接着した空間X ∪ν0 e
n

とX ∪ν1 e
nはホモトピー同値である．

証明. X ∪ν0 e
n と X ∪ν1 e

n の間のホモトピー同値写像を構成すればよ
い．ν : Sn−1 × I → X を ν0 と ν1 を結ぶホモトピーとする：ν(s, 0) =
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ν0(s), ν(s, 1) = ν1(s)．ν(s, t) = νt(s)と書く．写像 k̃ : X ∪V n → X ∪ν1 e
n

を

k̃(x) = x (x ∈ X),

k̃(v) =

{
2v (0 ≤ ‖v‖ ≤ 1/2, v ∈ V n),

ν2−2∥v∥(v/‖v‖) (1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1, v ∈ V m)

と定義すると，̃kは連続である．実際，‖v‖ = 1/2のとき，ν2−2∥v∥(v/‖v‖) =
µ1(2v)と 2vはX ∪ν1 e

n上で一致するからである．2− 2‖v‖ = 0 ⇔ ‖v‖ =

1 ⇔ v ∈ Sn−1．このとき，

k̃(v) = ν0(v) ∈ X

= k̃(ν0(v))

となるから，k̃は写像

k : X ∪ν0 e
n → X ∪ν1 e

n,

x 7→ x (x ∈ X),

v 7→

{
2v (0 ≤ ‖v ≤ 1/2),

ν2−2∥v∥(v/‖v‖) (1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1)

を引き起こす．k̃は連続だから，kも連続である．同様に連続写像 l : X∪ν1

en → X ∪ν0 e
n を

l : X ∪ν1 e
n → X ∪ν0 e

n,

x 7→ x (x ∈ X),

v 7→

{
2v (0 ≤ ‖v ≤ 1/2),

ν2∥v∥−1(v/‖v‖) (1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1)

と定める．k, lがホモトピー同値写像であることを示す．lk : X ∪ν0 e
n →

X ∪ν0 e
nは

lk : X ∪ν0 e
n → X ∪ν0 e

n,

x 7→ x (x ∈ X),

v 7→


4v (0 ≤ ‖v‖ ≤ 1/4),

ν4∥v∥−1(v/‖v‖) (1/4 ≤ ‖v‖ ≤ 1/2),

ν2−2∥v∥(v/‖v‖) (1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1)
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となる．写像 F : (X ∪ν0 e
n)× I → X ∪ν0 e

nを
F (x, t) = x (x ∈ X),

F (v, t) =


(4− 3t)v (0 ≤ ‖v‖ ≤ 1

4−3t
),

ν(4−3t)∥v∥−1(v/‖v‖) ( 1
4−3t

≤ ‖v‖ ≤ 2−t
4−3t

),

ν 1
2
(4−3t)(1−∥v∥)(v/‖v‖) ( 2−t

4−3t
≤ ‖v‖ ≤ 1)

と定めると，F は連続で，lkと 1を結ぶホモトピーになる．同様に，kl
と 1を結ぶホモトピーも構成できる．
命題 3.31. X,Y をホモトピー同値な 2つの位相空間とし，f : X → Y を
そのホモトピー同値写像とする．このとき，X,Y に n次元胞体 enをそ
れぞれ連続写像 ν : Sn−1 → X, fν : Sn−1 → Y で接着した空間はホモト
ピー同値である：

X ∪ν e
n ' Y ∪fν e

n

証明. X ∪µ e
nと Y ∪fν e

nの間のホモトピー同値写像を構成する：連続写
像 F : X ∪µ e

n → Y ∪fν e
nを

F (x) = x (x ∈ X), F (v) = v (v ∈ V n)

と定める．fの逆ホモトピー同値写像を g : Y → Xとする：fg ' 1Y , gf '
1X．連続写像G : Y ∪fν e

n → X ∪gfν e
nを

G(y) = g(y) (y ∈ Y ), G(v) = v (v ∈ V n)

と定義する．gf と 1X はホモトープだから，gf と 1X を結ぶホモトピー
h : X × I → Xが存在する．このとき，hν : Sn−1 × I → Xは gfνと νを
結ぶホモトピーになる (補題 1.26, (1))．次の写像 k : X ∪gfν e

n → X ∪ν e
n

はホモトピー同値写像になる (命題 3.30)．
h(x) = x (x ∈ X),

h(v) =

{
2v (v ∈ V n, 0 ≤ ‖v‖ ≤ 1/2),

h2−2∥v∥ν(v/‖v‖) (v ∈ V n, 1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1)

kGF ' 1を示す：実際，kGF : X ∪ν e
n → X ∪ν e

nは
x 7→ g(f(x)) (x ∈ X),

v 7→

{
2v (v ∈ V n, 0 ≤ ‖v‖ ≤ 1/2),

h2−2∥v∥ν(v/‖v‖) (v ∈ V n, 1/2 ≤ ‖v‖ ≤ 1)
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次の連続写像H : (X ∪ν e
n)× I → X ∪ν e

nは kGF と 1を結ぶホモトピー
になる：

H(x, t) = ht(x) (x ∈ X),

H(v, t) =

{
2

1+t
(v ∈ V n, 0 ≤ ‖v‖ ≤ 1+t

2
),

h2−2∥v∥+tν(v/‖v‖) (v ∈ V n, 1+t
2

≤ ‖v‖ ≤ 1)

よって，
kGF ' 1

これは kGが F の左ホモトピー逆写像になることを示している．同様に，
Gも左ホモトピー逆写像をもつことが示される．kはホモトピー同値志や
うなので左ホモトピー逆写像をもつ．GF は kの右ホモトピー逆写像なの
で，GF は kの左ホモトピー逆写像でもある（補題 1.28）:

G(Fk) = (GF )k ' 1

Gは右ホモトピー逆写像 Fkと左ホモトピー逆写像をもつので，FkはG

のホモトピー逆写像になる（補題 1.28）：F (kG) = (Fk)G ∼ 1 よって，F
は kGのホモトピー逆写像になる．

次の定理は命題 3.27の拡張である．

定理 3.32. M を compact C∞級多様体，f : M → Rを C∞級関数とす
る．ある閉区間 [a, b]に対し，M b

a = f−1[a, b]の中にただ一つの f の臨界
点 p0が存在して，a < f(p0) < bとする．また，p0は非退化臨界点でそ
の指数を rとする．このとき，M b = f−1(−∞, b]はMaに r次元胞体Er

をある連続写像により接着した空間Ma ∪ν E
rにホモトピー同値である．

証明. c := f(p0)とおく．Morseの補題 (命題 3.3)より，p0のまわりの座
標近傍 (U,φ; x1, · · · , xm)を xi(p0) = 0かつ

f(x1, · · · , xm) = c−
r∑

i=1

x2i +
m∑

j=r+1

x2j = c− ξ + η

を満たすようにとれる．ただし，ξ =
∑r

i=1 x
2
i , η =

∑m
j=r+1 x

2
j．ϵ > 0を

十分小さく取り，次の (1), (2)を満たすようにできる．

(1) M c+ϵ
c−ϵ = f−1[c− ϵ, c+ ϵ]には p0以外の臨界点を含まない．
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(2) {x = (x1, · · · , xm) ∈ Rm | ‖x‖2 ≤ 2ϵ} ⊂ φ(U)

C∞級関数 µ : R → Rを補題 3.25のようにとり，C∞級関数 F :M → R
を

F (p) =

{
f(p)− µ(ξ(p) + 2η(p)) (p ∈ U),

f(p) (p 6∈ U)

で定める．このとき，F (p) ≤ f(p)である．これより，任意の d ∈ Rにつ
いて，Md ⊂ F−1(−∞, d] が成り立つ．

(I) F−1(−∞, c+ ϵ] =M c+ϵ

(I)の証明. p ∈ F−1(−∞, c + ϵ]とする．F (p) = f(p)のとき，p ∈ M c+ϵ．
F (p) < f(p)のとき，p ∈ U, ξ(p) + 2η(p) < 2ϵ．このとき，

f(p) = c− ξ + η ≤ c+
1

2
(ξ + 2η) < c+ ϵ (3.27)

ゆえに，p ∈ M c+ϵ．よって，F−1(−∞, c + ϵ] ⊂ M c+ϵとなり，=が得ら
れる．
(II) F :M → Rの臨界点全体は f の臨界点全体と一致する．
(II)の証明. p 6∈ U ならば，F (p) = f(p)だから，pが F の臨界点⇔ pが
f の臨界点となる．p ∈ U のとき，F = f − µ(ξ + 2η)より，

∂F

∂xi
=
∂f

∂xi
− µ′ ∂

∂xi
(ξ + 2η)

=

{
−2xi(1 + µ′) (1 ≤ i ≤ r),

2xi(1− 2µ′) (r + 1 ≤ i ≤ m)

1 + µ′ > 0, 1− 2µ′ ≥ 1 > 0だから，dF = 0 ⇔ p = p0 ⇔ df = 0．ゆえに
主張が得られる．
(III) F−1(−∞, c− ϵ]はM c+ϵの変位レトラクトである．
(III)の証明. (I)より F−1(−∞, c + ϵ] = M c+ϵ．F−1[c − ϵ, c + ϵ]に F の
臨界点がないことを言えば，定理 3.26, (3)より主張が得られる．(II)よ
り，F−1[c − ϵ, c + ϵ]に f の臨界点がないことを言えばよい．まず，p0 6∈
F−1[c− ϵ, c+ ϵ]をいう．

F (p0) = f(p0)− µ(0) = c− µ(0) < c− ϵ (µ(0) > ϵ)
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よって，p0 6∈ F−1[c−ϵ, c+ϵ]．そこで，F−1[c−ϵ, c+ϵ] ⊂ f−1[c−ϵ, c+ϵ]を
言えば証明が完成する．p ∈ F−1[c−ϵ, c+ϵ]とすると，c−ϵ ≤ F (p) ≤ f(p)

より，c− ϵ ≤ f(p)．p 6∈ U または [p ∈ U かつ ξ(p) + 2η(p) ≥ 2ϵ] ならば，
f(p) = F (p) ≤ c + ϵ．p ∈ U かつ ξ(p) + 2η(p) < 2ϵのとき，(3.27)より，
f(p) < c+ ξ．よって，(III)が示された．

R R

p0

p0 c

c− ϵ c− ϵ

c+ ϵ c+ ϵ

MM

f−→ F−→

ここで，

er = {p ∈ U | ξ(p) < ϵ, η(p) = 0},
∂er = {p ∈ U | ξ(p) = ϵ, η(p) = 0}(∼= Sr−1)

とおく．このとき，

er = {p ∈ U | ξ(p) ≤ ϵ, η(p) = 0} = Er ∪ ∂er

次が成り立つ．

M c−ϵ ∩ er = ∂er, M c−ϵ ∩ er = ∅, M c−ϵ ∪ er =M c−ϵ ∪ er

実際，

M c−ϵ ∩ er = {p ∈ U | ξ(p) ≤ ϵ, η(p) = 0, f(p) = c− ξ(p) ≤ c− ϵ}
= {p ∈ U | ξ(p) ≤ ϵ, ξ(p) ≥ ϵ, η(p) = 0}
= {p ∈ U | ξ(p) = ϵ, , η(p) = 0} = ∂er,

M c−ϵ ∩ er = {p ∈ U | ξ(p) < ϵ, η(p) = 0, f(p) = c− ξ(p) ≤ c− ϵ}
= ∅,

M c−ϵ ∪ er =M c−ϵ ∪ ∂er ∪ er (er = ∂er ∪ er)
=M c−ϵ ∪ er (M c−ϵ ⊃ ∂er)
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M c−ϵ ∪ erはM c−ϵに写像

ν1 : S
r−1 →M c−ϵ; (s1, · · · , sr) 7→ p

(xi(p) =
√
ϵs1 (1 ≤ i ≤ r), xj(p) = 0 (j = r + 1, · · · , n)),

ν1(S
n−1) = ∂er =M c−ϵ ∩ ēr

により，r次元胞体Erを接着した空間に位相同型である：

M c−ϵ ∪ er =M c−ϵ ∪ν1 E
r (3.28)

実際，全射開写像

k̃ :M c−ϵ ∪ V r →M c−ϵ ∪ er;
p ∈M c−ϵ 7→ p,

v ∈ V r 7→ k̃(v),

{
xi(k̃(v)) =

√
ϵvi (1 ≤ i ≤ r),

xj(k̃(v)) = 0 (r + 1 ≤ i ≤ n)

は連続な全単射 k :M c−ϵ ∪ν1 E
r →M c−ϵ ∪ erを引き起こす．M c−ϵ ∪ν1 e

r

は compact，M c−ϵ∪ erはHausdorffだから，kは位相同型写像である（命
題 1.11）．

M c−ϵ ∪ er ⊂ F−1(−∞, c− ϵ]

実際，F ≤ f より，M c−ϵ ⊂ F−1(−∞, c − ϵ]．p ∈ er とすると，p ∈
U, ξ(p) < ϵ, η(p) = 0．このとき，F (p) = c − ξ(p) − µ(ξ(p))．F̃ (t) =

c − t − µ(t)とおくと，F (p) = F̃ (ξ(p))．F̃ ′(t) = −(1 + µ′(t)) < 0より，
F̃ は単調減少である．よって，

F (p) = c− ξ(p)− µ(ξ(p)) ≤ F̃ (0) = F̃ (ξ(p0)) = F (p0) = c− µ(0) < c− ϵ

となり，p ∈ F−1(−∞, c− ϵ]．
(IV) M c−ϵ ∪ erは F−1(−∞, c− ϵ]の変位レトラクトである．

(IV)の証明. M c−ϵ ∪ erの変位レトラクション

r : F−1(−∞, c− ϵ]× I → F−1(−∞, c− ϵ]
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を構成する．まず，U を次のように分割する：

U = {p ∈ U | ξ(p) ≥ η(p) + ϵ} ∪ {p ∈ U | ξ(p) ≤ η(p) + ϵ}
= {p ∈ U | ξ(p) ≥ η(p) + ϵ} ∪ {p ∈ U | ϵ ≤ ξ(p) ≤ η(p) + ϵ}

∪ {p ∈ U | ϵ ≥ ξ(p), ξ(p) ≤ η(p) + ϵ}
= {ξ(p) ≥ η(p) + ϵ} ∪ {ϵ ≤ ξ(p) ≤ η(p) + ϵ} ∪ {ξ(p) ≤ ϵ}

そこで，

U1 = {p ∈ U | ξ(p) ≤ ϵ}, U2 = {p ∈ U | ϵ ≤ ξ(p) ≤ η(p) + ϵ},
U3 = {p ∈ U | η(p) + ϵ ≤ ξ(p)} =M c−ϵ ∩ U

とおくと，Uiは U の閉集合で，U = U1 ∪ U2 ∪ U3．Ui ∩ Ujは

U1 ∩ U2 = {p ∈ U | ϵ = ξ(p)},
U2 ∩ U3 = {p ∈ U | ϵ ≤ ξ(p) = η(p) + ϵ} = {p ∈ U | ξ(p) = η(p) + ϵ},
U1 ∩ U3 = {p ∈ U | η(p) + ϵ ≤ ξ(p) ≤ ϵ} = {p ∈ U | η(p) = 0, ξ(p) = ϵ}

= U1 ∩ U2 ∩ U3

p ∈ U3 に対し，F (p) = c − ξ(p) + η(p) ≤ c − ϵより，U3 ⊂ M c−ϵ ⊂
F−1(−∞, c− ϵ]．
[変位レトラクトの構成]

まず，F−1(−∞, c− ϵ]を

F−1(−∞, c− ϵ] = (F−1(−∞, c− ϵ]− U) ∪ (F−1(−∞, c− ϵ] ∩ U)
= (M c−ϵ − U) ∪ (F−1(−∞, c− ϵ] ∩ U)

と分解する．
(0) U の外 F−1(−∞, c− ϵ]− U ⊂M c−ϵでは r(p, t) = pと定める (定め

ざるを得ない)．
(1) U3 ⊂ M c−ϵを踏まえて，連続写像 r : U3 × I → F−1(∞, c − ϵ]を

r(p, t) = pと定める (定めざるを得ない)．
(2) 連続写像 r : U1 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]× I → U を

xi(r(p, t)) =

{
xi(p) (1 ≤ i ≤ r),

(1− t)xi(p) (r + 1 ≤ i ≤ n)
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と定めると，r(p, 0) = p．まず，

r(U1 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]× I) ⊂ F−1(−∞, c− ϵ]

となることが次の不等式から従う：

F (r(p, t)) = c− ξ(p) + (1− t)2η(p)− µ(ξ(p) + 2(1− t)2η(p))

≤ c− ξ(p) + η(p)− µ(ξ(p) + 2η(p)) = F (p) ≤ c− ϵ

以下，rを r : U1 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]× I → F−1(−∞, c− ϵ] とみなす．

r(p, 1) ∈ {p ∈ U | η(p) = 0, ξ(p) ≤ ϵ} = ēr = ∂er ∪ er ⊂M c−ϵ ∪ er

が成り立つ．また，

M c−ϵ ∩ U1 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]

= {p ∈ U | ξ(p) ≤ ϵ, f(p) = c− ξ(p) + η(p) ≤ c− ϵ}
= {p ∈ U | ξ(p) = ϵ, η(p) = 0}

より，p ∈ (M c−ϵ ∪ er) ∩ U1 ∩ F−1(−∞, c− ϵ] に対し，η(p) = 0となるの
で，r(p, t) = p．
(3) r : U2 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]× I →M を

xi(r(p, t)) =

{
xi(p) (1 ≤ i ≤ r),

s(t)xi(p) (r + 1 ≤ i ≤ n)

ただし，
s(t) =

{
(1− t) + t

√
ξ(p)−ϵ
η(p)

(η(p) 6= 0),

0 (η(p) = 0)

と定める．s(0) = 0より，r(p, 0) = p．0 ≤ ξ(p)− ϵ ≤ η(p)より，η(p) 6= 0

のとき，
0 ≤

√
ξ(p)− ϵ

η(p)
≤ 1

これを用いて，(1)と同様の計算をすることにより，r(U2 ∩F−1(−∞, c−
ϵ]× I) ⊂ F−1(−∞, c− ϵ] が得られる．以下，rを

r : U2 ∩ F−1(−∞, c− ϵ]× I → F−1(−∞, c− ϵ]
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と見なす．rは連続である．実際，ϵ ≤ ξ(p) ≤ η(p) + ϵより，η(p) → 0の
とき，ξ(p) → ϵだから，r + 1 ≤ i ≤ nに対し，

(0 ≤)

∣∣∣∣∣
√
ξ(p)− ϵ

η(p)
xi(p)

∣∣∣∣∣ =√ξ(p)− ϵ

√
xi(p)2

η(p)
≤
√
ξ(p)− ϵ→ 0

これより，rの連続性が従う．r + 1 ≤ i ≤ nのとき，η(p) 6= 0ならば，

xi(r(p, 1)) =

√
ξ(p)− ϵ

η(p)
xi(p)

より，η(r(p, 1)) = ξ(p)− ϵ．これを用いて，

f(r(p, 1)) = c− ξ(p) + η(p) = c− ξ(p) + ξ(p)− ϵ = c− ϵ

η(p) = 0ならば，f(r(p, 1)) = c− ξ(p) ≤ c− ϵ．いずれの場合も r(p, 1) ∈
M c−ϵ.

U2 ∩ F−1(−∞, c− ϵ] ∩M c−ϵ

= {p ∈ U | ϵ ≤ ξ(p) ≤ η(p) + ϵ,−ξ(p) + η(p) ≤ c− ϵ}
= {p ∈ U | ξ(p) = η(p) + ϵ}

だから，p ∈ U2 ∩ F−1(−∞, c − ϵ] ∩ M c−ϵ に対し，r(p, t) = p．p ∈
U2 ∩ F−1(−∞, c − ϵ] ∩ erに対し，η(p) = 0だから，r(p, t) = p. よって，
p ∈ U2 ∩ F−1(−∞, c− ϵ] ∩ (M c−ϵ ∪ er) に対し，r(p, t) = p．

このように定義された rがレトラクションになることを示す．まず，r
の連続性を示す．U1 ∩U3上で η(p) = 0だから，(1)の rと (2)の rは連続
的につながる．U2 ∩U3上で ξ(p) = η(p) + ϵだから，(1)の rと (3)の rは
連続的につながる．U1 ∩U2上で ξ(p) = ϵだから，(2)の rと (3)の rは連
続的につながる．rの定義から明らかに (0)の rと (1)の rは連続的につ
ながる．
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U3U3 M c−ϵM c−ϵ

U1

U2

er

F−1(−∞, c− ϵ]
x1, · · · , xr

xr+1, · · · , xm

(I)∼(IV)を用いて主張を示す．(III), (IV)と補題 1.36より，M c−ϵ ∪ er

はM c+ϵの変位レトラクトである．f−1[c+ ϵ, b]に f の臨界点はないから，
M c+ϵはM bの変位レトラクトである（定理 3.26, (3)）．よって，M c−ϵ∪erは
M bの変位レトラクトである (補題 1.36)．命題 1.37より，M c−ϵ∪erとM b

はホモトピー同値である．(3.28)よりM c−ϵ∪ er =M c−ϵ∪ν1 E
r(位相同型)

だから，M c−ϵ∪ν1E
rとM bはホモトピー同値である．f−1[a, c−ϵ]にfの臨

界点はないので，MaはM c−ϵ の変位レトラクトである（定理 3.26, (3)）．
特に，MaとM c−ϵはホモトピー同値である (命題 1.37)．命題 3.31より，
M c−ϵ ∪ν1 E

rは，MaにErをある連続写像により接着した空間Ma ∪ν E
r

にホモトピー同値である．
M b 変位レトラクト−→

定理 3.26,(3)
M c+ϵ 変位レトラクト−→

(III)
F−1(−∞, c− ϵ]

変位レトラクト−→
(IV)

M c−ϵ ∪ er =
(3.28)

M c−ϵ ∪ν1 E
r '
命題 3.31

Ma ∪ν E
r

命題 1.37と補題 1.25から，M bとMa∪νE
rはホモトピー同値である．

次の定理がこの節の主結果である．
定理 3.33. [Morse理論の基本定理] Mをm次元 compact C∞級多様体，
f : M → RをMorse関数とする．f の臨界点全部を p1, · · · , pnとし (定
理 3.5)，各点における指数を r1, · · · , rnとする．このとき，Mは r1, · · · , rn
次元胞体 er1 , · · · , ernをもつ有限CW複体にホモトピー同値である：
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M ' er1 ∪ · · · ∪ ern

証明. 必要があれば，番号を付け替えて f(p1) < · · · < f(pn)としてよい．
このとき，r1 = 0, rn = m (問題 3.4)．実数 a1, · · · , an+1を

a = a1 < f(p1) < a2 < f(p2) < a3 < · · · < f(pn) < an+1 = b

ととる．このとき，

∅ =Ma1 ⊂Ma2 ⊂ · · · ⊂Man+1 =M

各 iについてホモトピー同値写像

hi :M
ai → Ki = er1 ∪ · · · ∪ eri−1 (3.29)

が存在することを示せば，i = k + 1とおき主張が得られる．iに関する
数学的帰納法で主張を示す．
i = 1のときは，Ma1 = ∅だからK1 = ∅として主張が成り立つ．
i = 2のときは，命題 3.27から主張が成り立つ．
iのとき主張が成り立つと仮定すると，ホモトピー同値写像 (3.29) が
存在する．定理 3.32より，Mai+1 はMai に ri次元胞体 eri をある連続写
像 νi : S

ri−1 → Mai により接着した空間Mai ∪νi e
ri にホモトピー同値で

ある：
Mai+1 'Mai ∪νi e

ri

胞体近似定理により，hiνi : Sri−1 → Kiはある連続写像 ν ′i : S
ri−1 → K =

Ki, ν
′
i(S

ri−1) ⊂ Kri−1にホモトープである．命題 3.30により，K ∪hiνi e
ri

とK ∪ν′i
eriはホモトピー同値である：

K ∪hiνi e
ri ' K ∪ν′i

eri

Kは有限CW複体だから，命題 1.65により，K ∪ν′i
eriも有限CW複体で

ある．命題 3.31より，Mai ∪νi e
riとK ∪hiνi e

riはホモトピー同値である：

Mai ∪νi e
ri ' K ∪hiνi e

ri

以上より，

Mai+1
定理 3.32' Mai ∪νi e

ri
命題 3.31' K ∪hiνi e

ri

命題 3.30' K ∪ν′i
eri

問題 1.27
= er1 ∪ · · · ∪ eri−1 ∪ eri

よって主張が示された．
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例 3.34. 問題 3.3の結果から 2次元トーラス T 2は 4つの胞体 e0, e1, e1, e2

をもつ有限CW複体にホモトピー同値である：T 2 ' e0 ∪ e1 ∪ e1 ∪ e2．

[参考] Morse理論の基本定理の仮定の下で，M の Euler数 χ(M)は

χ(M) =
n∑

i=1

(−1)ri (3.30)

で与えられることが知られている．このことは，Morse理論の基本定理，
Euler数のホモトピー不変性，Euler-Poincarèの公式から従う．

問題 3.7. (3.30)を用いて次を示せ．

χ(Sm) = 1− (−1)m+1 =

{
2 (m :偶数)

0 (m :奇数)
, χ(Σg) = 2− 2g

[参考]　 S2を三角形分割すると，四面体が得られる．これを用いて，
χ(S2)を計算すると，

χ(S2) = χ(四面体) = (四面体の)頂点の数−辺の数+面の数
= 4− 6 + 4 = 2

一般に Smを三角形分割は，m + 1単体 σ = |a0a1 · · · am+1|の境界 ∂σで
与えられる．これより，

∂σの頂点の数 = m+2C1 = m+ 2,

∂σの辺の数 = m+2C2,

∂σの面の数 = m+2C3,

...

∂σのm次元の面の数 = m+2Cm+1 = m+ 2

だから，

χ(Sm) =
m+1∑
k=1

(−1)k+1
m+2Ck =

m+2∑
k=0

(−1)k+1
m+2Ck + 1− (−1)m+3

= −(1− 1)m+2 + 1− (−1)m+1 = 1− (−1)m+1

問題 3.8. (3.30)を用いて χ(RPm), χ(CPm)の値をそれぞれ求めよ．
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問題 3.9. M,N を compact多様体とする．
このとき，(3.30)を用いて χ(M ×N) = χ(M)χ(N) を示せ．

問題 3.10. m次元トーラス Tmの Euler数 χ(Tm)を求めよ．

[参考] (例 3.5の直後の [参考]の続き) 境界のない compact 2次元連結
多様体は Σgまたは，P 2の k個の連結和 P 2# · · ·#P 2に微分同型である
ことが知られている ([6])．これらの曲面の向き付け可能性と Euler数は
次の表で与えられる：

曲面 S 向き付け Euler数 χ(S)

Σg 可能 2(1− g)

P 2# · · ·#P 2 (k個) 不可能 2− k

3.3 Reebの球面定理
問題 3.1では，m次元球面Sm上に臨界点が 2つのみのMorse関数があ
ることを確かめた．Reebの球面定理 (定理 3.35)は，ある意味ではこの逆
を主張している．

定理 3.35. [Reebの球面定理] compact m次元 C∞級多様体M 上に臨
界点が 2つのみのMorse関数 f が存在したとする．このとき，Mはm次
元球面 Smと位相同型である．さらに，m ≤ 6ならば，M は Smと微分
同型である．

証明の準備. fは compact位相空間上の連続関数だから最小値m1 = f(p)

と最大値m2 = f(q)をもつ (m1 ≤ m2)．このとき，p, qは fの臨界点にな
る．fはMorse関数だから，f(p) 6= f(q)．よって，m1 < m2．fはMorse

関数だから，p, qにおいて fは非退化で，指数はそれぞれ 0,mになる．仮
定より f の臨界点は上の p, qのみである．

主張を示すために，次の補題をまず示す．

補題 3.36. 定理 3.35の仮定の下で次の条件を満たすMorse関数F :M →
Rと ϵ > 0と p, qそれぞれの座標近傍 (U ; x1, · · · , xm)と (V ; y1, · · · , ym)
が存在する：

(1) F の臨界点は p, qのみでF は p, qでそれぞれ最小値と最大値をとる．
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(2) U ∩V = ∅であり，c1 = F (p), c2 = F (q)とおくとき，c1+ ϵ < c2− ϵ
かつ F−1(−∞, c1 + ϵ] ⊂ U, F−1[c2 − ϵ,∞) ⊂ V

補題 3.36の証明. M はHausdorffで，p 6= qだから，Morseの補題より，
p, qのそれぞれの座標近傍 (U,φ; x1, · · · , xm), (V, ψ; y1, · · · , ym)をU∩V =

∅, xi(p) = 0, yj(q) = 0かつ

f(x) = m1 + ‖x‖2 (x ∈ U), f(y) = m2 − ‖y‖2 (y ∈ V )

ととれる．m1 < m2でfは連続だから，ϵ > 0が存在して，m1+ϵ < m2−ϵ
かつ

B(U) := {x ∈ Rm | ‖x‖2 ≤ 2ϵ} ⊂ φ(U),

B(V ) := {y ∈ Rm | ‖y‖2 ≤ 2ϵ} ⊂ ψ(V )

とできる．補題 3.25の条件を満たすC∞級関数 µ : R → R をとり，C∞

級関数 F :M → Rを

F (x) =


f(x) (x ∈M − U ∪ V ),

f(x)− µ(2‖x‖2) (x ∈ U),

f(x) + µ(‖x‖2) (x ∈ V )

と定める．まず，F の臨界点を求める．M − U ∪ V 上で F = f だから，
M − U ∪ V 上に F の臨界点はない．U 上で

∂F

∂xi
= 2xi(1− 2µ′(2‖x‖2))

µ′ ≤ 0より，1−2µ′(2‖x‖2) ≥ 1．よって，(dF )z = 0 ⇔ (df)z = 0 ⇔ z = p．
V 上で

∂F

∂yi
= −2yi(1 + µ′(‖y‖2))

µ′ + 1 > 0だから，(dF )z = 0 ⇔ (df)z = 0 ⇔ z = q．以上より，M 上で
F の臨界点は p, qのみである．

F (p) = m1 − µ(0) < m1 < m2 < m2 + µ(0) = F (q)

M は compactで F は連続なので，F は最小値，最大値をもつ．よって，
F は pで最小値 c1 := m1 − µ(0)，qで最大値 c2 := m2 + µ(0)をとる．こ
のとき，

c1 + ϵ = m1 + ϵ− µ(0) < m2 − ϵ− µ(0) < c2 − ϵ
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さらに，c1 + ϵ = m1 + ϵ− µ(0) < m2 − ϵ− µ(0) < c2 − ϵだから，

F−1(−∞, c1 + ϵ] = {x ∈M | F (x) ≤ c1 + ϵ}
= {x ∈ U | F (x) ≤ c1 + ϵ} ∪ {x ∈ V | F (x) ≤ c1 + ϵ}
= {x ∈ U | F (x) ≤ c1 + ϵ} ⊂ U,

F−1[c2 − ϵ,∞) = {x ∈M | F (x) ≥ c2 − ϵ}
= {x ∈ V | F (x) ≥ c2 − ϵ} ∪ {x ∈ U | F (x) ≥ c2 − ϵ}
= {x ∈ V | F (x) ≥ c2 − ϵ}

以上で主張が示された．
定理 3.35の証明の続き. 補題 3.36の条件を満たすMorse関数 F : M →
Rをとる．このとき，

F−1[c1, c1 + ϵ] = {x ∈ U | F (x) ≤ c1 + ϵ},
F−1[c2 − ϵ, c2] = {x ∈ V | c2 − ϵ ≤ F (x)},
F−1[c1, c1 + ϵ] ∩ F−1[c2 − ϵ, c2] ⊂ U ∩ V = ∅

Morseの補題を F,U, V に適用すると，F−1[c1, c1 + ϵ]と F−1[c2 − ϵ, c2]は
それぞれ単位閉円板Dmと微分同型になることがわかる．
命題 3.37. D2 = {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1}, S1 = ∂D2 = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1} =

{(cos θ, sin θ) | θ ∈ R}と定める．任意の微分同型写像 h : S1 → S1は微
分同型写像H : D2 → D2に拡張できる．
証明. hを，S1のパラメーター θを用いて，h = h(θ)と表示する．hは
微分同型写像だから，h′(θ) 6= 0．h′(θ)は連続だから，中間値の定理によ
り，常に h′(θ) > 0または常に h′(θ) < 0. 必要があればD2を裏返す微分
同型写像を合成することにより，常に h′(θ) > 0と仮定して一般性を失わ
ない．このとき，h(θ + 2π) = h(θ) + 2π．まず，h : S1 → S1を微分同型
写像 H̃ : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1]に拡張する．そのために，C∞級写像
b : R → Rを 

b(t) = 0 (t ≤ 0),

0 < b(t) < 1 (0 < t < 1),

b(t) = 1 (t ≥ 1)

ととり，

H̃(θ, t) = (b(t)h(θ) + (1− b(t))θ, t) ((θ, t) ∈ S1 × [0, 1]) (3.31)
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H̃(θ+2π, t) = H̃(θ, t)だから，H̃はS1 × [0, 1]からS1 × [0, 1]への写像を
定める．H̃が微分同型写像になることを示す．単射性：

H̃(θ1, t1) = H̃(θ2, t2)

⇔ t1 = t2, b(t1)(h(θ1)− h(θ2)) + (1− b(t1))(θ1 − θ2) = 0

⇔ t1 = t2, h(θ1) = h(θ2) ⇔ t1 = t2, θ1 = θ2 (h :単射)

ゆえに，H̃は単射である．
全射性：任意の (φ, t) ∈ [0, 2π]× [0, 1]に対し，b(t)h(θ)+(1− b(t))θ = φ

となる 0 ≤ θ ≤ 2π となる 0 ≤ θ ≤ 2π が存在することを言えばよい．
θ = 0, 2πを代入すると，

b(t)h(0)+(1−b(t))0 = b(t)h(0), b(t)h(2π)+(1−b(t))2π = b(t)h(0)+2π

中間値の定理により，0 ≤ θ ≤ 2πが存在して，b(t)h(θ)+ (1− b(t))θ = φ．
H̃の Jacobiの関数行列式は

JH̃ =

∣∣∣∣∣ ∂∂θ (b(t)h(θ) + (1− b(t))θ) ∗
0 1

∣∣∣∣∣ = b(t)h′(θ) + 1− b(t) > 0

以上により，H̃は微分同型写像である．S1 × {0} = ∂D2にD2を貼り付
けると H̃はD2 = D2 ∪ (S1 × [0, 1])上の微分同型写像に拡張できる．
[参考 1] Reebの定理の f に関する仮定は，(退化してもよい)臨界点が
二つのみのC∞級関数に弱めることができる．
[参考 2] m ≥ 7のとき，Reebの球面定理における「位相同型」を「微
分同型」に置き換えた主張は成り立たない．Milnorは，S7と位相同型で
あるが微分同型ではない多様体の例を与えた (1956年)．このような例は
異種球面 (exotic sphere)と呼ばれている．
[参考 3] R4には標準的ではない多様体構造が存在する．すなわち，R4

と位相同型であるが微分同型ではない多様体が存在する (ドナルドソン,

1982年．松本 [7, 付録 2]を参照 )．m 6= 4のとき，Rmの多様体構造は標
準的なものに限られる．

4 演習問題
本文中の問題は，本文の理解を助けるためのものである．この節での
問題は，ややマニアックなものや発展的なものを集めた．
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問題 4.1. a < bとする．連続写像 f : [a, b] → [a, b]は不動点 (f(c) = cと
なる点)をもつことを示せ．

a b

a

b

x

y

O

問題 4.2. Hausdorff空間Xに位相群Gが左から連続に作用しているとす
る．x0 ∈ XにおけるGのイソトロピー部分群Gx0 = {g ∈ G | gx0 = x0}
はGの閉部分群であることを示せ．

問題 4.3. X を無限集合とする．O ⊂ X が開集合であると言うことを，
X −Oが有限集合であるかまたはO = ∅であることと定義する．

(1) 開集合の全体は開集合系の公理を満たすことを示せ．

(2) 空でない二つの開集合の交わりは，空でない開集合になることを
示せ．

(3) XはHausdorff空間か?

問題 4.4. Rに次で同値関係∼を入れる：x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q．xの同値
類を [x]と表す．R/ ∼に商位相を入れる．π : R → R/ ∼で自然な射影を
表す．

(1) 一点集合 {[0]}は閉集合か?

(2) R/ ∼はHausdorff空間か?

問題 4.5. B,F を Hausdorff位相空間，E を位相空間とする．連続写像
π : E → Bは次を満たすとする：任意の b ∈ Bに対し，bのBにおける
開近傍 Ubと位相同型写像 h = (p1, p2) : π

−1(Ub) → Ub × F が存在して，
p1(z) = π(z)．このとき，EはHausdorff空間であることを示せ．
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問題 4.6. 写像

f :C ∪ {∞} → S2;

z 7→


2

∥z∥2+1
Re(z)

2
∥z∥2+1

Im(z)
∥z∥2−1
∥z∥2+1

 ,∞ 7→

0

0

1


について，次の問に答えよ．

(1) z ∈ Cに対し，∥z∥2−1
∥z∥2+1

6= 1を示せ．

(2) f は全単射になることを示せ．

(3) f が位相同型写像になるように，Cに位相を入れると，∞の近傍は
どのようになるか？

問題 4.7. Gを (Hausdorff空間とは仮定しない)位相群，HをGの部分群
とする．G/HがHausdorff空間となるための必要十分条件はHがGの閉
部分群となることである．これを示せ．

問題 4.8. M を m 次元 C∞ 級多様体，f : M → R を C∞ 級関数，
(U ; x1, · · · , xm)をM の座標近傍とする．U 上に f の退化した臨界点が
存在しないための必要十分条件は，U 上で

m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > 0

が成り立つことである．これを示せ．

問題 4.9. compact多様体Mに対し座標近傍からなる有限開被覆{Ui}1≤i≤n

と Uiの compact集合Kiで，M = K1 ∪ · · · ∪Knとなるものが存在する
ことを示せ．

問題 4.10. 二つの文字x1, x2で生成される自由群に関係式x21x
2
2 = 1, x1x2 =

x2x1を入れたものは加法群 Z⊕ Z2に同型であることを示せ．

〈x1, x2 | x21x22 = 1, x1x2 = x2x1〉 ∼= Z⊕ Z2
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問題 4.11. M を C∞級多様体とし，T (M) =
⋃

p∈M Tp(M)とおく．π :

T (M) → M で自然な射影を表す．{(Uα, φα; x
α
1 , · · · , xαm)}α∈ΛをM の局

所座標系による開被覆とする．全単射 hαを

hα : π−1(Uα) → Uα × Rm;
∑

yαi

(
∂

∂xi

)
p

7→ (p, yα1 , · · · , yαm)

と定める．このとき，次を示せ．

(1) U ⊂ T (M)が開集合であることを任意の (Uα, φα)に対し，hα(U ∩
π−1(Uα))が Uα × Rmの開集合であることと定義すると，T (M)の
開集合全体は開集合系の公理を満たす．π−1(Uα)は T (M)の開集合
である．

(2) hαは位相同型写像である．

(3) πは連続開写像である．特に，T (M)はHausdorff位相空間になる．

(4) T (M)は {(π−1(Uα), hα, (x
α
1 , · · · , xαm, yα1 , · · · , yαm)} を局所座標系と

する 2m次元C∞級多様体になる．

(5) πはC∞級写像である．

T (M)をM の接束という．

問題 4.12. B,MをC∞級多様体とする．π : B →Mを全射C∞級写像と
する．V を有限次元実ベクトル空間とする．各x ∈Mに対しπ−1(x)(⊂ B)

は V と同型なベクトル空間とする．φx : π−1(x) → V で線形同型写像を
表す．M の開被覆 {Uα}と微分同型写像

φα : π−1(Uα) → Uα × V

が存在して，φα|π−1(x)(u) = (π(u), φx(u))が成り立つとする．このとき，
BをM 上のベクトル束という．次を示せ．

(1) π : M × V → M ; (x, v) → xと定めると，M × V はM 上のベクト
ル束になることを示せ．

(2) 接束 T (M)はM 上のベクトル束となることを示せ．

問題 4.13. SL(n,R), SL(n,C)はそれぞれRn2
,R2n2のn2−1次元と2n2−2

次元のC∞級部分多様体であることを示せ．
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問題解答
問題 1.1. Hausdorff位相空間Xの一点部分集合 {x}は閉集合であること
を示せ．

証明. xを固定する．y ∈ X, y 6= xに対し，x, yそれぞれの開近傍 Uy, Vy
で Uy ∩ Vy = ∅となるものが存在する．開集合 Vyの和集合 V =

⋃
y Vyは

Xの開集合で，V = X−{x}．よって，{x} = X−V は閉集合である．

問題 1.2. X,Y を位相空間，X ∩ Y = ∅とする．次を示せ．

(1) X ∪ Y に位相が次で定まる：X ∪ Y の部分集合Oが開集合である
とは，Xの開集合U と Y の開集合 V が存在して，O = U ∪ V と表
されるときをいう．このようにして，X ∪ Y に位相が定まることを
確かめよ．

(2) Xの開集合U は位相和X ∪ Y の開集合でもある．Y の開集合 V は
位相和X ∪ Y の開集合でもある．

(3) Xと Y はそれぞれX ∪ Y の開かつ閉集合である．

(4) X,Y がHausdorff位相空間ならば，位相和X ∪Y もHausdorff位相
空間である．

証明. (1) ∅はX,Y の開集合だから，∅ = ∅ ∪ ∅はX ∪ Y の開集合である．
X,Y はそれぞれX,Y の開集合だから，X ∪ Y はX ∪ Y の開集合である．
Oλ (λ ∈ Λ)をX ∪ Y の開集合とすると，, Y のそれぞれの開集合 Uλ, Vλ
が存在して，Oλ = Uλ ∪ Vλ．このとき，⋃

λ∈Λ

Oλ = (
⋃
λ∈Λ

Uλ) ∪ (
⋃
λ∈Λ

Vλ)

⋃
λ∈Λ Uλ,

⋃
λ∈Λ VλはそれぞれX,Y の開集合だから，⋃λ∈ΛOλはX ∪Y の

開集合である．
さらに，Λが有限集合のとき，⋂λ∈Λ Uλ,

⋂
λ∈Λ VλはそれぞれX,Y の開

集合だから， ⋂
λ∈Λ

Oλ = (
⋂
λ∈Λ

Uλ) ∪ (
⋂
λ∈Λ

Vλ)

はX ∪ Y の開集合である．
以上より，X ∪ Y は位相空間になる．
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(2) U = U ∪ ∅, V = ∅ ∪ V だから，U, V はそれぞれX ∪ Y の開集合で
ある．
(3) (2)よりX,Y はそれぞれX∪Y の開集合である．X = X∪Y −Y, Y =

X ∪ Y −Xだから，X,Y はそれぞれX ∪ Y の閉集合でもある．
(4) 省略．

問題 1.3. Xを位相空間，A ⊂ Xとする．次を示せ．

(1) x ∈ Xに対し，x ∈ Āとなるための必要十分条件は，xの任意の近
傍 U に対し，U ∩ A 6= ∅．

(2) Aが稠密になるための必要十分条件は，任意の開集合Uに対し，U∩
A 6= ∅となることである．

証明. (1) U = X − B,B = X − U と対応させることにより，
Aを含むある閉集合 B に対し，x 6∈ B ⇔ xのある開近傍 U に対し，

U ∩ A = ∅

となることが言える．対偶をとると主張が得られる．
(2)は (1)から直ちに従う．

問題 1.4. X = Rnとする．r > 0に対し，Ur(x) = {y ∈ Rn | d(x, y) < ϵ}
とおくと，Ur(x) = {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ ϵ} となることを示せ．

証明. {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ ϵ}は Ur(x)を含む閉集合だから，

Ur(x) ⊂ Ur(x) ⊂ {y ∈ Rn | d(x, y) ≤ ϵ}

y ∈ Rnが d(x, y) = rを満たすとする．0 < t < 1に対し，z = y+ t(x− y)

とおく．このとき，

d(x, z) = |y − x+ t(x− y)| = |(t− 1)(x− y)| = (1− t)r < r

となるから，z ∈ Ur(x)．ϵ > 0を任意とする．0 < t < ϵ/r のとき，
d(yz) = rt < ϵとなり，z ∈ Uϵ(y)．以上より，Uϵ(y)∩Ur(x) 6= ∅．問題 1.3

の結果より，y ∈ Ur(x)．ゆえに，主張が従う．

問題 1.5. 次を示せ．f : X → Y を位相空間X,Y の間の写像とする．この
とき，fが連続になるための条件は，Y の任意の閉集合Aに対し，f−1(A)

がXの閉集合になることである．
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証明. 一般に部分集合B ⊂ Y に対し，

f−1(Y − B) = {x ∈ X | f(x) ∈ Y − B} = {x ∈ X | f(x) 6∈ B}
= {x ∈ X | x 6∈ f−1(B)} = X − f−1(B)

これより直ちに主張が従う．

問題 1.6. 次を示せ．f : X → Y を位相空間X,Y の間の連続写像とする．
このとき，任意の x ∈ X と f(x)の任意の近傍 V に対し，xの近傍 U が
存在して，f(U) ⊂ V となる．

証明. f は連続だから，U := f−1(V )はXの開集合である．f(x) ∈ V よ
り，x ∈ f−1(V ) = U となり，U は xの近傍である．このとき，

f(U) = ff−1(V ) = {f(y) | y ∈ f−1(V )} = {f(y) | f(y) ∈ V }
= V ∩ f(X) ⊂ V

問題 1.7. X を位相空間，Y を集合，f : X → Y を写像とする．このと
き，次を示せ．

(1) U ⊂ Y が Y の開集合であるとは，f−1(U)がX の開集合であるこ
とと定義すると，Y は位相空間になる．

(2) (1)のようにして Y を位相空間と見るとき，f は連続写像である．

(3) (1)のようにして Y を位相空間と見るとき，y ∈ Y − f(X)に対し，
一点集合 {y}は Y の開かつ閉集合である．

証明. (1) f−1(∅) = {x ∈ X | f(x) ∈ ∅} = ∅だから，∅は Y の開集合であ
る．f−1(Y ) = {x ∈ X | f(x) ∈ Y } = Xだから，Y は Y の開集合である．
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Uλ ⊂ Y (λ ∈ Λ)とする．このとき，
f−1(

⋃
λ∈Λ

Uλ) = {x ∈ X | f(x) ∈
⋃
λ∈Λ

Uλ}

= {x ∈ X |ある λについて f(x) ∈ Uλ}
= {x ∈ X |ある λについて x ∈ f−1(Uλ)}

=
⋃
λ∈Λ

f−1(Uλ),

f−1(
⋂
λ∈Λ

Uλ) = {x ∈ X | f(x) ∈
⋂
λ∈Λ

Uλ}

= {x ∈ X |任意の λについて f(x) ∈ Uλ}
= {x ∈ X |任意の λについて x ∈ f−1(Uλ)}

=
⋂
λ∈Λ

f−1(Uλ)

が成り立つ．以下，Uλを Y の開集合とする．このとき，f−1(Uλ)はXの
開集合である．上の関係式から，⋃λ∈Λ Uλは Y の開集合となることがわ
かる．さらに，Λを有限集合とすると，上の関係式から，⋂λ∈Λ UλはY の
開集合となることがわかる．
(2)は明らかである．
(3) f−1({y}) = {x ∈ X | f(x) = y} = ∅より，{y}は開集合である．

f−1(Y − {y}) = {x ∈ X | f(x) ∈ Y − {y}} = Xより，{y}は開集合であ
る．
問題 1.8. 次を示せ．X,Y を位相空間,f : X → Y を連続写像とする．
A ⊂ Xとする．
(1) fA : A→ Y は連続である．
(2) f : A→ f(A)は連続である．
証明. (1) Y の開集合 V に対し，f−1

A (V ) = f−1(V )∩A．f は連続だから，
f−1(V )はXの開集合である．相対位相の定義から，f−1

A (V ) = f−1(V )∩A
はAの開集合である．
(2) O ⊂ f(A)を f(A)の開集合とすると，Y の開集合 U が存在して，

O = f(A) ∩ U．このとき，
A ∩ f−1(O) = {a ∈ A | f(a) ∈ f(A) ∩ U} = {a ∈ A | f(a) ∈ U}

= A ∩ f−1(U)
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f : X → Y は連続だから，f−1(U)はX の開集合である．よって，A ∩
f−1(O)はAの開集合である．ゆえに，f : A→ f(A)は連続である．

問題 1.9. f : X → Y を位相空間X,Y の間の連続写像とする．A ⊂ Xと
する．次を示せ．

(1) f(Ā) ⊂ f(A)

(2) Āが compactで，Y がHausdorffならば，f(Ā) = f(A)

証明. (1) f(A)は閉集合で，fは連続だから，f−1(f(A))はXの閉集合で
ある (問題 1.5)．

f−1(f(A)) = {x ∈ X | f(x) ∈ f(A)} ⊃ A

だから，Ā ⊂ f−1(f(A))．よって，

f(Ā) ⊂ ff−1(f(A)) = {f(x) | x ∈ f−1(f(A))} = {f(x) | f(x) ∈ f(A)}
= f(A) ∩ f(X) ⊂ f(A)

ゆえに，f(Ā) ⊂ f(A)．
(2) Āがcompactで，fは連続だから，f(Ā)はcompactである (問題 1.13)．

Y はHausdorffだから，f(Ā)はY の閉集合である（補題 1.13）．A ⊂ Āよ
り，f(A) ⊂ f(Ā)だから，f(A) ⊂ f(Ā)．(1)の結果と合わせて，f(Ā) =
f(A)．

問題 1.10. a ∈ Rに対し，Oa := (a,∞) = {x ∈ R | a < x}とおく．
O = {∅,R} ∪ {Oa | a ∈ R} とおく．次を示せ．

(1) Oは開集合系の公理を満たす．

(2) (R,O)はHausdorffではない．

証明. (1) 開集合系の公理 (1), (2)を満たすことは明らかだから，(3)を
示す．{aλ}λ∈Λ ⊂ Rに対し，Oλ = Oaλ = {x ∈ R | aλ < x} とおく．
a := inf{aλ}(∈ {−∞} ∪ R)とおく．
• a = −∞のとき，任意の x ∈ Rに対し，ある aλが存在して，aλ < x．
このとき，x ∈ Oλ ⊂

⋃
Oλ．ゆえに，

⋃
Oλ = R．

• a ∈ Rのとき，⋃Oλ = Oaを示す．任意の λに対し，a ≤ aλだから，
Oλ ⊂ Oa．ゆえに，

⋃
Oλ ⊂ Qa．
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逆に，x ∈ Oaをとると，a < x．(a <)xは {aλ}の下界ではないから，
λ0 ∈ Λが存在して，x > aλ0．このとき，x ∈ Oλ0 ⊂

⋃
Oλ．ゆえに，

Oa ⊂
⋃
Oλとなり，

⋃
Oλ = Oaが示された．

(2)は明らかである．
問題 1.11. 次を示せ．Aを位相空間Aの部分集合とする．Aが compact

になるための必要十分条件は，

A ⊂
⋃
λ∈Λ

Oλ (OλはXの開集合)

となったとすると，有限個の λ1, · · · , λmが存在して，A ⊂
m⋃
i=1

Oλi
となる

ことである．
証明. (⇒) {Uλ | λ ∈ Λ}をAの開被覆とする．UλはAの開集合だから，
Xの開集合Oλが存在して，Uλ = Oλ ∩A．このとき，A ⊂

⋃
λ∈ΛOλ．仮

定より，有限個の λ1, · · · , λm ∈ Λが存在して，A ⊂
⋃m

i=1Oλi
．このとき，

{Uλi
| i = 1, · · · ,m}はAの被覆となる．ゆえに，Aは compactである．

(⇐) Aを compactと仮定する．A ⊂
⋃

λ∈ΛOλ (OλはX の開集合) と
なったとする．このとき，Uλ := Oλ∩AはAの開集合でA =

⋃
λ∈Λ Uλ．A

は compactだから，有限個の λ1, · · · , λm ∈ Λが存在して，A =
⋃m

i=1 Uλi
．

Uλi
⊂ Oλi

だから，A ⊂
⋃m

i=1Oλi
．

問題 1.12. 2つの compact位相空間X,Y の位相和X ∪ Y は compactで
あることを示せ．
証明. {Oλ | λ ∈ Λ}を X ∪ Y の開被覆とする．{Oλ ∩ X | λ ∈ Λ}と
{Oλ ∩ Y | λ ∈ Λ} はそれぞれX と Y の開被覆になる．X,Y はともに
compactだから，ある {λ1, · · · , λn, µ1, · · · , µm} ⊂ Λ が存在して，{Oλi

∩
X | i = 1, · · · , n}と {Oµi

∩ Y | j = 1, · · · ,m}はそれぞれX と Y の開
被覆になる．このとき，O ⊂

⋃
Oλi

, Y ⊂
⋃
Oµj
だから，{Oλi

, Oµj
| i =

1, · · · , n; j = 1, · · · ,m}はX ∪ Y の開被覆になる．
問題 1.13. 次を示せ．X,Y を位相空間，f : X → Y を全射連続写像とす
る．このとき，Xが compactならば，Y も compactである．
証明. {Uλ | λ ∈ Λ}を Y の開被覆とすると，

X = f−1(Y ) = f−1(
⋃
λ∈Λ

Uλ) = (
⋃
λ∈Λ

f−1(Uλ)
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fは連続だから，f−1(Uλ)はXの開集合，したがって，{f−1(Uλ) | λ ∈ Λ}
はXの開被覆になる．Xは compactだから，有限個のλ1, · · · , λm ∈ Λが
存在して，{f−1(Uλi

) | i = 1, · · · ,m}はX の開被覆になる．f は全射だ
から

Y = f(X) = f(
m⋃
i=1

f−1(Uλi
)) =

m⋃
i=1

Uλi

よって，Y は compactである．
問題 1.14. compact位相空間Xの閉集合Aは compactであることを示せ．
証明. Oλ (λ ∈ Λ)をXの開集合で，A ⊂

⋃
λ∈ΛOλ となるものとする．A

は閉集合だから，{Oλ, X−A | λ ∈ Λ}はXの開被覆となる．Xは compact

だから，有限個のλ1, · · · , λm ∈ Λが存在して，{Oλi
, X−A | i = 1, · · · ,m}

はXの開被覆になる．よって，A ⊂
⋃m

i=1Oλi
．ゆえに，Aは compactで

ある．
問題 1.15. X,Y を位相空間，f : X → Y を連続な全単射とする．このと
き，次の (1) ∼ (3)は同値であることを示せ．
(1) f は同相写像である．
(2) f は開写像である．
(3) f は閉写像である．
証明. (1)⇔ f−1が連続⇔ (2)．f は全単射だから，部分集合U ⊂ Xに対
し，f(X − U) = Y − f(X)．これより，(2)⇔ (3)．
問題 1.16. X,Y を位相空間とする．
(1) 全射 pX : X × Y → X; (x, y) 7→ xと pY : X × Y → Y ; (x, y) 7→ y

は連続かつ開写像である．
(2) X × Y が compactならば，X,Y はともに compactである．
証明. (1) U ⊂ X を X の開集合とすると，p−1

X (U) = U × Y は X × Y

の開集合になるから，pX は連続である．O ⊂ X × Y を開集合とすると
X,Y のそれぞれの開集合 Uλ, Vλが存在して，O =

⋃
(Uλ × Vλ)．このと

き，pX(O) =
⋃
UλはXの開集合だから，pXは開写像である．pY につい

ても同様である．
(2) (1)より pX , pY は連続だから，問題 1.13の結果より，X,Y は com-

pactである．
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問題 1.17. 写像 f : [0, 2π) → S1; θ 7→ eiθは連続な全単射であるが，逆写
像は連続ではないことを示せ．

証明の方針. fが連続な全単射になることは明らかである．逆写像が連続
でないことを示す．

証明 1. fが開写像ではないことを示せばよい．[0, π)は [0, 2π)の開集合で
あるが，その像 f([0, π)) = {eiθ | 0 ≤ θ < π}はS1の開集合ではない．

証明 2. S1 の点列 an = ei(2π−
1
n
) について考える．明らかに，lim an =

1, f−1(1) = 0．f−1(an) = 2π − 1
n
だから，[0, 2π)内で lim f−1(an)は収束

しない．よって，f−1は連続ではない．

証明 3. π1([0, 2π)) = {1}, π1(S1) = Z．

証明 4. [0, 2π)は compactでない．S1は compactである．

問題 1.18. XをHausdorff位相空間，A,BをXの compact部分集合で，
A∩B = ∅ となるものとする．このとき，A,Bをそれぞれ含むXの開集
合O1, O2でO1 ∩O2 = ∅となるものが存在することを示せ．

証明. Aは compactだから，系 1.14より，任意の b ∈ Bに対し，Aを含
むXの開集合Obと b ∈ BのXにおける開近傍UbでOb ∩ Ub = ∅となる
ものが存在する．{Ub ∈ b ∈ B}はBの開被覆で，Bは compactだから，
Bの有限開被覆 {Uj | j = 1, · · · ,m}がとれる．このとき，O1 :=

⋂m
j=1Obj

はAを含むXの開集合で，O2 :=
⋃m

k=1 Ubk はBを含むXの開集合であ
る．さらに，

O1 ∩O2 =
m⋂
j=1

Obj ∩
m⋃
k=1

Ubk = ∅

となる．

問題 1.19. 位相空間Xに位相群Gが左から連続に作用しているとする．
このとき，連続な全射 π : X → G\Xは開写像であることを示せ．

問題 1.20. Xを弧状連結位相空間，Y を位相空間，f : X → Y を全射連
続写像とすると，Y も弧状連結位相空間となることを示せ．
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証明. f は全射だから，y0, y1 ∈ Y に対し，x0, x1 ∈ X が存在して，yi =
f(xi) (i = 0, 1)．XはXを弧状連結 dだから，連続写像 c : [0, 1] → Xが
存在して，c(0) = x0, c(1) = x1．このとき，連続写像 f ◦ c : [0, 1] → Y

は (f ◦ c)(0) = y0, (f ◦ c)(1) = y1を満たす．よって，Y も弧状連結であ
る．

問題 1.21. 弧状連結位相空間X の任意の二点 x, y ∈ X について，それ
らの基本群 π1(X, x)と π1(X, y)は群として同型になることを示せ．

証明. xとyを連続曲線α(t)で結び，α(0) = x, α(1) = yとする．Ω1(X, x) →
Ω1(X, y); [c] 7→ [αcα−1] は群の同型写像を与える．

問題 1.22. 次を示せ．compact弧状連結位相空間 X 上で定義された連
続関数 f : X → R の像 f(X)はある有界閉区間 [m,M ]に一致する：
f(X) = [m,M ]．

証明. 定理 1.19より，m := min f,M := max f が存在する．このとき，
F (X) ⊂ [m,M ]．m = f(x0),M = f(x1)と表示する．Xは弧状連結だか
ら，連続関数 c : [0, 1] → Xで，x0 = c(0), x1 = c(1)となるものが存在す
る．連続関数 f ◦ c : [0, 1] → Rは

(f ◦ c)(0) = f(c(0)) = f(x0) = m, (f ◦ c)(1) =M

を満たす．中間値の定理により，任意の y ∈ [m,M ]に対し，t ∈ [0, 1]が
存在して，y = (f ◦ c)(t) = f(c(t))．よって，f(X) = [m,M ]．

問題 1.23. [実射影空間] x ∈ Rm+1 − {0}に対し，xと原点を通る直線を
π(x) = Rxと表す．RPm := {π(x) | x ∈ Rm+1−{0}} = (Rm+1−{0})/ ∼
とおき，実射影空間という．ただし，x ∼ y ⇔ π(x) = π(y)．RPmに商
位相を入れる．次を示せ．

(1) 連続な全射 π : Rm+1 − {0} → RPm; x 7→ π(x)は開写像である．

(2) 全射 π|Sm : Sm → RPm; x 7→ π(x)は連続な開写像である．

(3) RPmは compactである．

(4) Ui := {x = (x1, · · · , xm+1) ∈ Sm | xi > 0}とおくと，{π(Ui) | i =
1, · · · ,m+ 1}はRPmの有限開被覆である．
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(5) 次の写像は位相同型写像である．

φi : π(Ui) → Rm; [(x1, · · · , xi−1, xi, xi+1, · · · , xm+1)]

7→
(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
· · · , xm+1

xi

)
(6) O(m+1)は自然にSmに作用する．この作用は推移的である．さら
にこの作用は O(m + 1)の RPmへの作用を誘導する．この作用も
推移的である．この作用の [em+1] ∈ RPmにおけるイソトロピー部
分群O(m+ 1)[em+1]は

O(m+ 1)[em+1] =

{(
A 0

0 ϵ

)∣∣∣∣∣ A ∈ O(m),

ϵ = ±1

}
= O(m)× {±1}

証明. (1) U をRm+1 − {0}の開集合とする．

π−1π(U) = {x ∈ Rm+1 − {0} | π(x) ∈ π(U)}
= R×U (R× = R− {0})

=
⋃

x∈R×

xU

xU はRm+1 −{0}の開集合だから，π−1π(U) =
⋃

x∈R× xU はRm+1 −{0}
の開集合である．これは π(U)がRPmの開集合であることを示している．
ゆえに，πは開写像である．

RP 1

O

U

π(U)

π−1π(U)
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(2) π : Rm+1 − {0} → RPmは連続だから，問題 1.8, (2) の結果より，
π|Smも連続である．U を Smの開集合とする．

π−1π(U) = {x ∈ Sm | π(x) ∈ π(U)} = U ∪ (−U)

−U = {−x | x ∈ U}は Smの開集合だから，π−1π(U) = U ∪ (−U)は Sm

の開集合である．これは，π|Smが開写像であることを示している．
(3) (2)より，π|Sm : Sm → RPm; x 7→ π(x)は連続な全射である．Sm

は compact(例 1.17)だから，問題 1.13の結果より，RPmは compactで
ある．
(4) Uiは Smの開集合だから，(2)より π(Ui)はRPmの開集合である．

x = (x1, · · · , xm+1) ∈ Rm+1 − {0}とすると，ある iが存在して，xi 6= 0．
このとき，xi > 0または xi < 0．よって，π(x) = π(−x) ∈ π(Ui)}．ゆえ
に，{π(Ui)}はRPmの開被覆である．
(5) φiの単射性：(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
, · · · , xm+1

xi

)
=

(
y1
yi
, · · · , yi−1

yi
,
yi+1

yi
, · · · , ym+1

yi

)
⇒ yj = kxj (j 6= i), k := yi/xi

⇒ yj = kxj ⇔ [(x1, · · · , xm+1)] = [(y1, · · · , ym+1)]

φiの逆写像は

φ−1
i : Rm → π(Ui); (y1, · · · , ym) 7→ [(y1, · · · , yi−1, 1, yi+1, · · · , ym)]

よって，φiは全単射になる．
φiの連続性を示す．そのためには開集合 V ⊂ Rmに対し，φ−1

i (V ) ⊂
π(Ui)が π(Ui)の開集合になることを示せばよい．ここで，

φ−1
i (V ) = {y ∈ π(Ui) | φi(y) ∈ V }

φ−1
i (V ) が π(Ui) の開集合であることを示すためには，π−1(φ−1

i (V )) が
Rm+1の開集合であることを示せばよい．ここで，

π−1(φ−1
i (V )) = {x ∈ Rm+1 − {0} | π(x) ∈ π(Ui), φi(π(x)) ∈ V }

=

{
(x1, · · · , xm+1)

∣∣∣∣∣ (x1

xi
, · · · , xi−1

xi
, xi+1

xi
, · · · , xm+1

xi
) ∈ V,

xi 6= 0

}
= {xi(y1, · · · , yi−1, 1, yi, · · · , ym) | (y1, · · · , ym) ∈ V, xi 6= 0}
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これは，Rm+1 の開集合である．RPm の位相の入れ方から，φ−1
i (V )は

RPmの開集合である．ゆえに，φiは連続写像である．
最後に，φiが開写像であることを示す．U ⊂ π(Ui)を開集合とする．そ

のために開集合U ⊂ π(Ui)に対し，φi(U) ⊂ Rmが開集合であることを示
す．ここで，

φi(U) =

{(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
,
xi+1

xi
· · · , xm+1

xi

)∣∣∣∣ [(x1, · · · , xm)] ∈ U

}
= {(x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xm+1) | [(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xm+1)] ∈ U}

仮定より，π−1(U)はRm+1の開集合である．ここで，
π−1(U) = {y ∈ Rm+1 | π(y) ∈ U}

= {(y1, · · · , ym+1) ∈ Rm+1 | yi 6= 0, [(y1, · · · , ym+1)] ∈ U}
= {k(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xm+1) ∈ Rm+1 |

k 6= 0, [(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xm+1)] ∈ U}
= {k(x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xm+1) ∈ Rm+1 |

k 6= 0, (x1, · · · , xi−1, 1, xi+1, · · · , xm+1) ∈ φi(U)}

よって，φi(U)はRmの開集合である．
(6) O(m+1) ↷ Smが推移的になることを自然数mに関する数学的帰納
法で示す．m = 1のときは明らか．m− 1のとき主張が成り立つと仮定し
て，mのときを考察する．自然にO(m) ⊂ O(m+1),Rm ⊂ Rm+1と見なす．
任意の x ∈ Smに対し，数学的帰納法の仮定より，g1 ∈ O(m) ⊂ O(m+1)

が存在して，

g1x =


0
...

0

x1
x2


という形になる．m = 1のとき，主張が成り立つので，g2 ∈ O(2) ⊂
O(m+ 1)が存在して，

(g2g1)x = g2(g1x) = g2


0
...

0

x1
x2

 =


0
...

0

1

 =: em+1
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ゆえに，O(m+ 1) ↷ Smは推移的である．
次にO(m+1) ↷ RPmも推移的になることを示す．任意の y ∈ RPmに
対し，x ∈ Smが存在して，y = π(x)．すでに示したことから，g ∈ O(m+1)

が存在して，gx = em+1．このとき，gy = gπ(x) = π(gx) = π(em+1)．ゆ
えに，O(m+ 1) ↷ RPmも推移的である．イトロピー部分群は

O(m+ 1)[em+1] = {g ∈ O(m+ 1) | gem+1 ∈ Rem+1}

=

{(
A 0

0 ϵ

)∣∣∣∣∣A ∈ O(m), ϵ = ±1

}
= O(m)× {±1}

問題 1.24. M1,M2, N1, N2を位相空間とする．M1とM2はホモトピー同
値，N1とN2はホモトピー同値ならば，M1×N1とM2×N2はホモトピー
同値になることを示せ．

証明. 仮定より，ホモトピー同値写像 f1 : M1 → M2, f2 : N1 → N2が
存在する．よって，連続写像 g1 : M2 → M1, g2 : N2 → N1が存在して，
f1 ◦g1 ∼ 1M2 , g1 ◦f1 ∼ 1M1 , f2 ◦g2 ∼ 1N2 , g2 ◦f2 ∼ 1N1 が成り立つ．f1 ◦g1
と 1M2 , g1 ◦ f1と 1M1 , f2 ◦ g2と 1N2 , g2 ◦ f2と 1N1 を結ぶホモトピーをそ
れぞれ F1, G1, F2, G2とする．このとき，

(M1 ×N1)× I →M1 ×N1; (x, y, t) 7→ (G1(x, t), G2(y, t)),

(M2 ×N2)× I →M2 ×N2; (x, y, t) 7→ (F1(x, t), F2(y, t))

はそれぞれ，(g1 × g2) ◦ (f1 × f2と 1M1×N1，(f1 × f2) ◦ (g1 × g2)と 1M2×N2

を結ぶホモトピーとなる．よって，M1 ×N1とM2 ×N2はホモトピー同
値になる．

問題 1.25. 次を示せ．compact位相空間X に n次元胞体 enを写像 νで
接着した空間X ∪ν e

n = (X ∪ V n)/ ∼は compactである．

証明. 仮定より，Xは compacr．V nも compact(例 1.17) だから，位相和
X ∪ V nは compactである (問題 1.12)．自然な射影X ∪ V n → X ∪ν e

nは
全射連続写像だから，X ∪ν e

nも compactである (問題 1.13)．

問題 1.26. X = V n
+ = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}に enを包含写像 ι : Sn−1 → X

により，接着した空間X ∪ι e
nは Snに位相同型であることを示せ．
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証明. V n
− = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}(= V n

+ )とおき，位相和X ∪V n
− を考える．

写像

F : X ∪ V n
− → Sn,

x 7→ (x,
√

1− ‖x‖2) (x ∈ X),

y 7→ (y,−
√

1− ‖y‖2) (y ∈ V n
− )

は全射連続写像であり，

F (p) = F (q) ⇔ p = qまたは ‖p‖ = ‖q‖ = 1 ⇔ p ∼ q

よって，F は全単射連続写像 F̃ : X ∪ι e
n → Sn を引き起こす．X は

compact(問題 1.12)だから，X ∪ι e
nは compact(問題 1.25)である．Snは

Hausdorffだから，F̃ は位相同型写像である (命題 1.11)．

問題 1.27. 有限CW複体X = eλ1 ∪ · · · ∪ eλn と φ(Sλn+1−1) ⊂ Xλm−1を
満たす特性写像 φ : eλn+1 → Xについて，有限CW複体X ∪φ e

λn+1は

X ∪φ e
λn+1 = eλ1 ∪ · · · ∪ eλn ∪ eλn+1

を満たすことを示せ．

問題 2.1. 座標変換 φµλは次を満たすことを示せ：

(1) φλλ = 1

(2) Uλ ∩ Uµ 6= ∅のとき，φ−1
λµ = φµλ．

(3) Uλ ∩ Uµ ∩ Uν 6= ∅のとき，φλµφµν = φλν．

問題 2.2. L,M,N を C∞ 級多様体とする．2つの写像 f : L → M, g :

M → N がC∞級ならば，合成写像 g ◦ f : L→ N もC∞級であることを
示せ．

証明. x0 ∈ Lを任意に固定し，y0 = f(x0) ∈<, z0 = g(y0) ∈ N とお
く．gは連続だから，z0の座標近傍 (W ; z1, · · · , zn)に対し，y0の座標近
傍 (V ; y1, · · · , ym)を g(V ) ⊂ W ととれる．f は連続だから，x0の座標近
傍 (U ; x1, · · · , xl)を f(U) ⊂ V ととれる．f はC∞級だから，C∞級関数
f1, · · · , fmが存在して，f = (f1, · · · , fm), すなわち,

f(x1, · · · , xl) = (f1(x1, · · · , xl), · · · , fm(x1, · · · , xl))
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gは C∞級だから，C∞級関数 g1, · · · , gnが存在して，g = (g1, · · · , gn),
すなわち,

g(y1, · · · , ym) = (g1(y1, · · · , ym), · · · , gn(y1, · · · , ym))

このとき，x = (x1, · · · , xl)と略記すると，

(g ◦ f)(x) = (g1(f1(x), · · · , fm(x)), · · · , gn(f1(x), · · · , fm(x)))

Euclid空間上のC∞級関数とC∞級関数の合成はC∞級関数だから，g ◦f
はC∞級である．

問題 2.3. v ∈ Tp(M)とする．次を示せ．

(1) 定数関数 cに対し，v(c) = 0．

(2)

{(
∂

∂x1

)
p
, · · · ,

(
∂

∂xm

)
p

}
は，R上，線形独立である．

(3) w =
∑m

i=1 v(xi)
(

∂
∂xi

)
p
∈ Tp(M)とおく．x1, · · · , xmを変数とする

多項式環R[x1, · · · , xm]上で，v = wが成り立つ．

(4) g ∈ C∞(U)に対し，v(g(x1, · · · , xm)(xi − xi(p))(xj − xj(p))) = 0．

証明. (1) v(1) = v(1 · 1) = 1v(1)+ v(1)1 = 2v(1)より，v(1) = 0．これを
用いて v(c) = v(c · 1) = cv(1) = 0．
(2), (4)は省略する．
(3) f, g ∈ C∞(U)に対し，v(f) = w(f), v(g) = w(g)となったとすると，

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f) (v: 方向微分)

= f(p)w(g) + g(p)w(f) (仮定：v(f) = w(f), v(g) = w(g))

= w(fg) (w: 方向微分)

また，
w(xj) =

m∑
i=1

v(xi)

(
∂xj
∂xi

)
p

= v(xj)

R[x1, · · · , xm]は x1, · · · , xmで生成されるから，R[x1, · · · , xm]上で，v =

w．
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問題 2.4. 2つのC∞級関数 f, g :M → Rに対し，

d(fg)p = f(p)(dg)p + g(p)(df)p ∈ Hom(Tp(M),R) (2.32)

が成り立つことを示せ．
証明. (2.16)より，

d(fg)p

(
∂

∂xi

)
p

=
∂(fg)

∂xi
(p) ((2.16)より)

= f(p)
∂g

∂xi
(p) + g(p)

∂f

∂xi
(p) (積の微分法)

= {f(p)(dg)p + g(p)(df)p}
(
∂

∂xi

)
p

((2.16)より)

ゆえに主張が得られる．
問題 2.5. 標準Riemann計量をもつRn上のC∞級関数 f について，

grad f =
n∑

i=1

∂f

∂xi

∂

∂xi
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
ei =

(
∂f

∂x1
, · · · , ∂f

∂xn

)
となることを示せ．
証明. (2.19)より，〈grad f, ∂

∂xi
〉 = ∂f

∂xi
．これより，主張が得られる．

問題 2.6. (M, 〈 , 〉)をRiemann多様体，f : N → M をはめ込みとする．
Tx(N)の内積 ( , )xを

(u, v)x = 〈(df)xu, (df)xv〉 (u, v ∈ Tx(N))

と定めることにより，( , )はN 上のRiemann計量になることを示せ．
証明. 各点 x ∈ N で ( , )x が Tx(N)上の内積になることは明らかであ
る．N上のC∞級ベクトル場X,Y に対し，N上の関数 〈X,Y 〉がC∞級に
なることをいう．f は連続だから，xのまわりの座標近傍 (U ; x1, · · · , xn)
と f(x)のまわりの座標近傍 (V ; y1, · · · , ym)を f(U) ⊂ V ととれる（問
題 1.6）．f はC∞級だから，yi = yi(x1, · · · , xn)は (x1, · · · , xn)のC∞級
関数である．(2.16)より

(df)x(
∂

∂xi
) =

∑
k

∂yk
∂xi

∂

∂yk
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内積 ( , )の定義より，(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
=

〈
(df)x

∂

∂xi
, (df)x

∂

∂xi

〉
(内積 ( , )の定義)

=
∑
k,l

∂yk
∂xi

∂yl
∂xj

〈 ∂

∂yk
,
∂

∂yl
〉 ((2.16)より)

ここで，∂yk
∂xi
, ∂yl
∂xj
, 〈 ∂

∂yk
, ∂
∂yl

〉はC∞級だから，
(

∂
∂xi
, ∂
∂xi

)
はC∞級である．

問題 2.7. Whitneyの定理 (定理 2.43)と問題 2.6の結果を用いて，σ com-

pact C∞級多様体にはRiemann計量が存在することを示せ．

問題 2.8. LをC∞級多様体Nの部分多様体とする．C∞級関数f : N → R
に対し，f |L : L→ RもC∞級であることを示せ．

問題 2.9. 次を示せ．r個のベクトル a1, · · · , ar ∈ Rnが線形独立になるた
めの必要十分条件は a1, · · · , arのGramm行列 (〈ai, aj〉)1≤i,j≤r ∈ Mr(R)
が正則になることである．

証明. まず，次の関係に注意する：
r∑

i=1

xiai = 0 ⇔ 〈
r∑

j=1

xjaj,
r∑

i=1

xiai〉 = 0 ⇔
r∑

j=1

xj〈aj,
r∑

i=1

xiai〉 = 0

⇔ 〈aj,
r∑

i=1

xiai〉 = 0 (j = 1, · · · , r)

⇔

〈a1, a1〉 · · · 〈ar, a1〉
...

...

〈a1, ar〉 · · · 〈ar, ar〉


x1...
xr

 =

0
...

0

 (2.33)

これを用いて，

a1, · · · , ar が線形独立⇔ {(x1, · · · , xr) ∈ Rr |
r∑

i=1

xiai = 0} = {(0, · · · , 0)}

⇔ {(x1, · · · , xr) ∈ Rr | (2.33) = 0} = {(0, · · · , 0)}
⇔ (〈ai, aj〉)1≤i,j≤rが正則
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問題 2.10. R2n自然に複素構造 J をもつ．任意の p ∈ S2n−1 ⊂ R2nに対
し，Xp = Jpとおくと，p 7→ Xpは S2n−1上のベクトル場になる．次を
示せ．

(1) XはC∞級ベクトル場である．

(2) 任意の p ∈ S2n−1に対し，‖Xp‖ = 1．

問題 3.1. (V ; y1, · · · , ym)を臨界点 pのまわりの他の座標近傍とすると，

(3.24) =

(
∂yj
∂xi

(p)

)
1≤i,j≤m

(
∂2f

∂yi∂yj
(p)

)
1≤i,j≤m

t

(
∂yj
∂xi

(p)

)
1≤i,j≤m

となることを示せ．

証明. チェインルールを用いて
∂f

∂xj
=
∑
k

∂yk
∂xj

∂f

∂yk
,

∂2f

∂xi∂xj
=
∑ ∂2yk

∂xi∂xj

∂f

∂yk
+
∑ ∂yk

∂xj

∂

∂xi

(
∂f

∂yk

)
上の第二式を点 pで値をとると，pは臨界点だから，

∂2f

∂xi∂xj
(p) =

∑
k,l

∂yl
∂xi

(p)
∂2f

∂yl∂yk
(p)

∂yk
∂xj

(p)

これを行列表示して主張が得られる．

問題 3.2. 次を示せ．f :M → RがMorse関数ならば，−fもMorse関数
であり，fの臨界点全体のなす集合と−fの臨界点全体のなす集合は一致
する．臨界点 pにおける f の指数と−f の指数の和は dimM である．

証明. d(−f) = −df より，fの臨界点全体のなす集合と−fの臨界点全体
のなす集合は一致する．H(−f) = −H(f)より，臨界点 pにおける fの指
数と−f の指数の和は dimM である．

問題 3.3. 2次元トーラス T 2 = S1 × S1上の関数 f を

f : T 2 → R; ((x1, x2), (y1, y2) 7→ (x2 + 2)y2

ただし x21 + x22 = y21 + y22 = 1

と定める．fはMorse関数であることを示せ．また，fの臨界点と臨界点
における指数を求めよ．
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証明. (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1)または (x2, y2)は T 2の局所座標系である．
これより f は C∞級関数であることがわかる．(x1, y2)または (x2, y2)が
局所座標系のとき，

∂f

∂y2
= x2 + 2 ≥ 1より df 6= 0

(x2, y1)が局所座標系のとき，−1 < y1 < 1であり，

f = ±(x2 + 2)
√

1− y21,
∂f

∂x2
= ±

√
1− y21 6= 0, df 6= 0

(x1, y1)が局所座標系のとき，

f = ±(2±
√
1− x21)

√
1− y21,

∂f

∂x1
= ± x1√

1− x21

√
1− y21,

∂f

∂y1
= ±(2±

√
1− x21)

y1√
1− y21

,

df = 0 ⇔ (x1, y1) = (0, 0)

臨界点は

p1 = ((0,−1), (0,−1)), p2 = ((0,−1), (0, 1)),

p3 = ((0, 1), (0, 1)), p4 = ((0, 1), (0,−1))

の 4点である．各点 piにおいて (x1, y1)は局所座標系になる．p1のまわり
で f = −(−

√
1− x21 + 2)

√
1− y21だから f(p1) = −1．

H(f)(0, 0) =

(
−1 0

0 1

)
だから，p1において f は非退化で，指数は 1．
p2のまわりで f = (−

√
1− x21 + 2)

√
1− y21だから f(p2) = 1．

H(f)(0, 0) =

(
1 0

0 −1

)
だから，p2において f は非退化で，指数は 1．
p3のまわりで，f = (

√
1− x21 + 2)

√
1− y21だから f(p3) = 3．

H(f)(0, 0) =

(
−1 0

0 −1

)
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だから，p3において f は非退化で，指数は 2．
p4のまわりで，f = −(

√
1− x21 + 2)

√
1− y21だから f(p4) = −3．

H(f)(0, 0) =

(
1 0

0 1

)

だから，p4において f は非退化で，指数は 0．
以上より，f はMorse関数である．

問題 3.4. 次を示せ．Mをm次元 compact C∞ 級多様体，f :M → Rを
Morse関数とする．

(1) f が点 p ∈ M で最小値をとれば，pは f の臨界点であり，pにおけ
る f の指数は 0になる．

(2) f が点 q ∈ M で最大値をとれば，qは f の臨界点であり，qにおけ
る f の指数はmになる．

証明. (1) pが fの臨界点になることは明らかである．fはMorse関数だか
ら，Morseの補題から，pのまわりの座標近傍 (U ; x1, · · · , xm)をxi(p) = 0

かつ (3.23)を満たすようにとれる．f は pで最小値をとるから，r = 0．
よって，pにおける f の指数は 0になる．(2)も同様である．

問題 3.5. M,N をそれぞれm,n次元C∞級多様体とする．f, gをそれぞ
れM,N 上の C∞級関数とする．直積多様体M × N 上の関数 f + gを
(f + g)(x, y) = f(x) + g(y) (x ∈ M, y ∈ N) と定める．このとき，次を
示せ．

(1) d(f + g)(p,q) = 0 ⇔ (df)p = 0, (dg)q = 0．

(2) (p, q)が f + gの非退化臨界点になるための必要十分条件は，p, qが
それぞれ f, gの非退化臨界点になることである．このとき，f + g

の点 (p, q)における指数は，fの pにおける指数と gの qにおける指
数の和になる．

(3) M,N は共に compactで，f, gはそれぞれM,N のMorse関数とす
る．{p1, · · · , pk}, {q1, · · · , ql}をそれぞれ f, gの臨界点全部の集合
とする．さらに，maxi ̸=j |f(pi) − f(pj)| < mini ̸=j |g(qi) − g(qj)|と
仮定する．このとき，f + gはM ×N のMorse関数である．
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証明. (1)d(f + g)(p,q) = (df)p + (dg)qを用いる．
(2)　 f + gのHesse行列は，

H(f + g)(p,q) =

(
(Hf)p

(Hg)q

)

となることを用いる．
(3)命題 1.9より，M×Nは compactである．f+gの臨界点は{(pi, qj)}．

(2)より臨界点はすべて非退化だから，証明すべきことは (pi, qj), (pk, ql)

に対し，

f(pi) + g(qj) = f(pk) + g(ql) ⇔ (pi, qj) = (pk, ql)

そこで，f(pi) + g(qj) = f(pk) + g(ql)と仮定すると，

f(pi)− f(pk) = g(ql)− g(qj)

上の等式と，f, gがMorse関数であることから，i = k ⇔ j = l．今仮に
i 6= kとなったとすると，j 6= lであり，|f(pi)− f(pk)| = |g(ql)− g(qj)|．
他方で，

|f(pi)−f(pk)| ≤ max
a ̸=b

|f(pa)−f(pb)| < min
a ̸=b

|g(qa)−g(qb)| ≤ |g(ql)−g(qj)|

これは矛盾である．

問題 3.6. 補題 3.25の関数 µに対し，

D := {(x1, x2) ∈ R2 | x21 − x22 + µ(x21 + 2x22) = ϵ}

とおく．次を示せ．

(1) (x1, x2) ∈ D ⇒ (−x1, x2), (x1,−x2), (−x1,−x2) ∈ D

(2) b > 0が一意に存在して，(0, b) ∈ D

(3) 陰関数定理により，x1 = 0の近傍で定義されたC∞級関数 g(x1)を
g(0) = b, x21 − g(x1)

2 + µ(x21 + 2g(x1)
2) = ϵ で定めることができる．

このとき，g(x1)は偶関数である．さらに，x1 > 0のとき，g(x1)は
単調増加である．
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証明. (1) (−x1)2 = x21, (−x2)2 = x22だから，主張が成り立つ．
(2) φ(t) = − t

2
+ µ(t)− ϵとおく．φ′(t) = −1

2
+ µ′(t) ≤ −1

2
< 0だから，

φ(t)は単調減少である．さらに，

φ(0) = µ(0)− ϵ > 0, φ(2ϵ) = −ϵ+ µ(2ϵ) = −ϵ < 0

中間値の定理より，ただ一つの 0 < t0 < 2ϵが存在して，φ(t0) = 0．
b :=

√
t0が求めるものである．

問題 3.7. (3.30)を用いて次を示せ．

χ(Sm) =

{
2 (m :偶数)

0 (m :奇数)
, χ(Σg) = 2− 2g

証明. 例題 3.1の結果より，

χ(Sm) = (−1)0 + (−1)m =

{
2 (m :偶数)

0 (m :奇数)

例 3.6より，

χ(Σg) = (−1)0 + 2g(−1)1 + (−1)2 = 2− 2g

問題 3.8. (3.30)を用いて χ(RPm), χ(CPm)の値をそれぞれ求めよ．

解答. 例 3.7より

χ(RPm) =
m+1∑
i=1

(−1)i−1 = 1 + (−1) + · · ·+ (−1)m =

{
0 (m :奇数),

1 (m :偶数)

例 3.9より

χ(CPm) =
m+1∑
i=1

(−1)2(i−1) =
m+1∑
i=1

1 = m+ 1

問題 3.9. M,N を compact多様体とする．
このとき，(3.30)を用いて χ(M ×N) = χ(M)χ(N) を示せ．
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証明. M,N それぞれのMorse関数 f, gを問題 3.5, (3)のようにとる．pi
のおける f の指数を ri，qj における gの指数を sj とする．問題 3.5, (3)

の結果から，f + gはM ×N のMorse関数で，問題 3.5, (2)より，臨界
点の全体は {(pi, qj)}. (pi, qj)における f + gの指数は，問題 3.5, (2)より，
ri + sjである．(3.30)より，

χ(M ×N) =
∑
i,j

(−1)ri+sj ((3.30)より)

=
k∑

i=1

(−1)ri
l∑

j=1

(−1)sj = χ(M)χ(N) ((3.30)より)

問題 3.10. m次元トーラス Tmの Euler数 χ(Tm)を求めよ．
解答. 問題 3.7, 問題 3.9の結果を用いて，

χ(Tm) = χ(S1 × · · · × S1) (Tm = S1 × · · · × S1)

= (χ(S1))m (問題 3.9)

= 0 (問題 3.7)

問題 4.1. 連続写像 f : [a, b] → [a, b]は不動点をもつことを示せ．
証明. f(a) = aまたは f(b) = bならば，やることはないから，f(a) 6= a

かつ f(b) 6= bと仮定する．このとき，a < f(a) ≤ b, b > f(b) ≤ a．
g(x) := f(x)− xは連続で，g(a) = f(a)− a > 0, g(b) = f(b)− b < 0．中
間値の定理により，a < c < bが存在して，g(c) = 0すなわち，f(c) = c

となる．
問題 4.2. Hausdorff空間Xに位相群Gが左から連続に作用しているとす
る．x0 ∈ XにおけるGのイソトロピー部分群Gx0 = {g ∈ G | gx0 = x0}
はGの閉部分群であることを示せ．
証明 1. G − Gx0 が開集合であることを示す．g ∈ G − Gx0 をとり，固定
する．gx0 6= x0でXはHausdorffだから，gx0, x0それぞれのXにおける
開近傍 U, V が存在して，U ∩ V = ∅．Gの作用は連続だから，gのGに
おける開近傍W が存在して，Wx0 ⊂ U．このとき，

Wx0 ∩ {x0} ⊂ Wx0 ∩ V ⊂ U ∩ V = ∅.
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よって，W ⊂ G− Gx0．ゆえにG− Gx0 は開集合であり，Gx0 は閉集合
である．

証明 2. GのXへの作用は連続だから，写像F : G→ X; g 7→ gx0は連続
である．XはHausdorff空間だから，一点集合 {x0}はXの閉集合である
（問題 1.1）．問題 1.5 の結果より，F−1({x0})はGの閉集合である．こ
こで，

F−1({x0}) = {g ∈ G | F (g) = x0} (F−1の定義)

= {g ∈ G | gx0 = x0} (F の定義)

= Gx0 (Gx0の定義)

だから，主張が従う．

問題 4.3. X を無限集合とする．O ⊂ X が開集合であると言うことを，
X −Oが有限集合であるかまたはO = ∅であることと定義する．

(1) 開集合の全体は開集合系の公理を満たすことを示せ．

(2) 空でない二つの開集合の交わりは，空でない開集合になることを
示せ．

(3) XはHausdorff空間か?

解答. (1) (i) X −X = ∅より，X は開集合である．開集合の定義より ∅
も開集合である．(ii) Oλ (λ ∈ Λ)を開集合とする．ドモルガンの法則よ
りX −

⋃
λOλ =

⋂
λ(X − Oλ) これは有限集合X − Oλの交わりだから，

有限集合である．ゆえに，⋃λOλは開集合である．(2)の解答と合わせて
開集合の全体は開集合系の公理を満たす．
(2) O1, O2をともに空でない開集合とする．このとき，X − Oiは有限
集合である．O1 ∩O2の補集合は，ドモルガンの法則より

X −O1 ∩O2 = (X −O1) ∪ (X −O2) :有限集合

よって，O1 ∩O2は開集合である．仮に，O1 ∩O2 = ∅となったとすると，
X −O1 ∩O2 = Xは無限集合となり，矛盾が起こる．ゆえに，O1 ∩O2は
空でない開集合である．
(3) (2)より，Hausdorff空間ではない．
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問題 4.4. Rに次で同値関係∼を入れる：x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q．xの同値
類を [x]と表す．R/ ∼に商位相を入れる．π : R → R/ ∼で自然な射影を
表す．

(1) 一点集合 {[0]}は閉集合か?

(2) R/ ∼はHausdorff空間か?

解答. (1) 商位相の入れ方から {[0]}：閉⇔ π−1[0] = Q ⊂ R：閉．QはR
の閉集合ではないから，{[0]}はR/ ∼の閉集合ではない．
(2) (1)と問題 1.1の結果から，R/ ∼はHausdorff空間ではない．

問題 4.5. B,F を Hausdorff位相空間，E を位相空間とする．連続写像
π : E → Bは次を満たすとする：任意の b ∈ Bに対し，bのBにおける
開近傍 Ubと位相同型写像 h = (p1, p2) : π

−1(Ub) → Ub × F が存在して，
p1(z) = π(z)．このとき，EはHausdorff空間であることを示せ．

証明. x, y ∈ E, x 6= yと仮定する．
(1) π(x) 6= π(y)のとき：
B は Hausdorff空間だから，π(x), π(y)のそれぞれの B における開近
傍 Uπ(x), Uπ(y) で Uπ(x) ∩ Uπ(y) = ∅となるものが存在する．πは連続だか
ら，π−1(Uπ(x)), π

−1(Uπ(y))はそれぞれ E の開集合である．π(x) ∈ Uπ(x)

だから，x ∈ π−1(Uπ(x))．よって，π−1(Uπ(x))は xの開近傍である．同様
に，π−1(Uπ(y))は yの開近傍である．Uπ(x) ∩Uπ(y) = ∅より，π−1(Uπ(x))∩
π−1(Uπ(y)) = ∅．
(2) b := π(x) = π(y)のとき：
仮定より，bのBにおける開近傍Uと位相同型写像h = (π, p2) : π

−1(U) →
U ×F が存在する．hは (全)単射で，x 6= yだから，h(x) 6= h(y)．π(x) =
π(y)だから，p2(x) 6= p2(y)．F はHausdorff空間だから，p2(x), p2(y)それ
ぞれのFにおける開近傍Vp2(x)とVp2(y)が存在して，Vp2(x)∩Vp2(y) = ∅．h =

(π, p2)は連続だから，p2も連続である．よって，p−1
2 (Vp2(x))と p−1

2 (Vp2(y))

はそれぞれEの開集合である．p2(x) ∈ Vp2(x)より，p−1
2 (Vp2(x))は xの開

近傍である．同様に，p−1
2 (Vp2(y))は yの開近傍である．Vp2(x) ∩ Vp2(y) = ∅

より，p−1
2 (Vp2(x)) ∩ p−1

2 (Vp2(y)) = ∅．
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問題 4.6. 写像

f :C ∪ {∞} → S2;

z 7→


2

∥z∥2+1
Re(z)

2
∥z∥2+1

Im(z)
∥z∥2−1
∥z∥2+1

 ,∞ 7→

0

0

1


について，次の問に答えよ．

(1) z ∈ Cに対し，∥z∥2−1
∥z∥2+1

6= 1を示せ．

(2) f は全単射になることを示せ．

(3) f が位相同型写像になるように，Cに位相を入れると，∞の近傍は
どのようになるか？

解答. (1) ∥z∥2−1
∥z∥2+1

= 1 ⇔ ‖z‖2 − 1 = ‖z‖2 + 1 ⇔ −1 = 1(矛盾)

(2) まず，f が単射になることを示す．f(z) = f(w) (z, w ∈ C)となっ
たとすると，k > 0が存在して，w = kz．このとき，

k2‖z‖2 − 1

k2‖z‖2 + 1
=

‖z‖2 − 1

‖z‖2 + 1

これより，k = 1または z = 0．k = 1のとき，z = w．z = 0のとき，
w = z = 0．いずれの場合にも z = wとなり，f は単射となる．
次に，f が全射になることを示す．

f−1 : S2 → C ∪ {∞},x1x2
x3

 7→ x1 + ix2
1− x3

(x3 6= 1),

0

0

1

 7→ ∞

が f の逆写像になる．特に，f は全射である．
(3)

問題 4.7. Gを (Hausdorff空間とは仮定しない)位相群，HをGの部分群
とする．G/HがHausdorff空間となるための必要十分条件はHがGの閉
部分群となることである．これを示せ．
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証明. π : G → G/H で自然な射影を表すと，πは連続開写像である．開
写像になることは，U ⊂ Gに対し，

π−1(π(U)) = {x ∈ G | π(x) ∈ π(U)} = UH =
⋃
x∈H

Ux

となることから従う．
(⇒) G/HをHausdorffとすると，一点集合 {π(e)}はG/Hの閉集合で
ある．πは連続だから，π−1{π(e)} = HはGの閉集合である (問題 1.5)．
(⇐) HをGの閉集合とする．π(a) 6= π(b)とすると，a−1b 6∈ H．HはG

の閉集合だから，eの開近傍Uでa−1bU∩H = ∅となるものが存在する．写
像 (x, y) 7→ x−1yは連続だから，eの開近傍 V で (aV )−1bV ⊂ a−1bU とな
るものが存在する．πは開写像だから，π(aV ), π(bV )はそれぞれπ(a), π(b)

の開近傍である．このとき，(aV )−1bV ∩H ⊂ a−1bU ∩H = ∅．よって，
(aV )−1bV ∩ H = ∅となり，これより，π(aV ) ∩ π(bV ) = ∅ が得られる．
ゆえに，G/HはHausdorff空間である．

問題 4.8. M を m 次元 C∞ 級多様体，f : M → R を C∞ 級関数，
(U ; x1, · · · , xm)をM の座標近傍とする．U 上に f の退化した臨界点が
存在しないための必要十分条件は，U 上で

m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > 0

が成り立つことである．これを示せ．

証明. df = 0 ⇔
m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ = 0 だから，

U 上に f の退化した臨界点が存在しない

⇔ (df)p 6= 0または (df)p = 0,

∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > 0

⇔
m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ > 0または

m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > 0

⇔
m∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣det( ∂2f

∂xi∂xj

)∣∣∣∣ > 0
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問題 4.9. compact多様体Mに対し座標近傍からなる有限開被覆{Ui}1≤i≤n

と Uiの compact集合Kiで，M = K1 ∪ · · · ∪Knとなるものが存在する
ことを示せ．
証明. p ∈Mに対し，pを含む座標近傍Upをとると，{Up}p∈M はMの開
被覆である．M は compactだから，{Up}から有限開被覆 {Ui}1≤i≤nがと
れる．各 q ∈ Uiに対し，qを含むUiの compact集合Kq,iで，{int(Kq,i) |
q ∈ Ui}が Uiの開被覆となるものがとれる．このとき，{int(Kq,i) | q ∈
Ui, 1 ≤ i ≤ n}はM の開被覆で，M は comoactだから，M の有限開被
覆 {int(Kj,i | 1 ≤ j ≤ ji, 1 ≤ i ≤ n} がとれる．Ki =

⋃
1 eqj≤ji

Kj,iとおく
と，M =

⋃n
i=1Kiであり，各Kj,iは compactだから，その有限和である

Kiも compactである．
問題 4.10. 二つの文字x1, x2で生成される自由群に関係式x21x

2
2 = 1, x1x2 =

x2x1を入れたものは加法群 Z⊕ Z2に同型であることを示せ．
〈x1, x2 | x21x22 = 1, x1x2 = x2x1〉 ∼= Z⊕ Z2

証明. G := 〈x1, x2 | x21x22 = 1, x1x2 = x2x1〉, y := x1x2とおくと，y2 = 1．
x1x2 = x2x1より，x1y = yx1, x2y = yx2．x1x2 = x2x1より，Gの任意の元
は xn1x

m
2 (n,m ∈ Z)と表される．ここで，xn1xm2 = xn−m

1 xm1 x
m
2 = xn−m

1 ym

だから，Gの任意の元は xn1y
l(l = 0, 1)と表される．m,n, p, q ∈ Zに対し，

xm1 y
p = xn1y

q ⇔ xm+p
1 xp2 = xn+q

1 xq2

⇔ k ∈ Zが存在して n+ q = m+ p+ 2k, q = p+ 2k

⇔ m = n, [p] = [q] ∈ Z2

よって，写像 Z⊕ Z2 → G; (m, [n]) 7→ xm1 y
n は群の同型写像になる．

問題 4.11. M を C∞級多様体とし，T (M) =
⋃

p∈M Tp(M)とおく．π :

T (M) → M で自然な射影を表す．{(Uα, φα; x
α
1 , · · · , xαm)}α∈ΛをM の局

所座標系による開被覆とする．全単射 hαを

hα : π−1(Uα) → Uα × Rm;
∑

yαi

(
∂

∂xi

)
p

7→ (p, yα1 , · · · , yαm)

と定める．このとき，次を示せ．
(1) U ⊂ T (M)が開集合であることを任意の (Uα, φα)に対し，hα(U ∩

π−1(Uα))が Uα × Rmの開集合であることと定義すると，T (M)の
開集合全体は開集合系の公理を満たす．π−1(Uα)は T (M)の開集合
である．
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(2) hαは位相同型写像である．

(3) πは連続開写像である．特に，T (M)はHausdorff位相空間になる．

(4) T (M)は {(π−1(Uα), hα, (x
α
1 , · · · , xαm, yα1 , · · · , yαm)} を局所座標系と

する 2m次元C∞級多様体になる．

(5) πはC∞級写像である．

T (M)をM の接束という．

証明. (1) ∅, T (M)がT (M)の開集合になることは明らかである．U1, U2 ⊂
T (M)を T (M)の開集合とする．任意の αに対し，hαは単射だから，

hα((U1 ∩ U2) ∩ π−1(Uα)) = hα(U1 ∩ π−1(Uα)) ∩ hα(U2 ∩ π−1(Uα))

よって，U1 ∩U2は T (M)の開集合である．Uλ ⊂ T (M) (λ ∈ Λ)を T (M)

の開集合とすると，

hα((
⋃
λ∈Λ

Uλ) ∩ π−1(Uα)) = hα(
⋃
λ∈Λ

(Uλ ∩ π−1(Uα)))

=
⋃
λ∈Λ

hα(Uλ ∩ π−1(Uα))

よって，⋃λ∈Λ Uλは T (M)の開集合である．π−1(Uα)が T (M)の開集合に
なることを示す．任意の βについて，

hβ(π
−1(Uα ∩ π−1(Uβ)) = hβ(π

−1(Uα ∩Uβ)) = (Uα ∩Uβ)×Rm ⊂ Uβ ×Rm

(Uα ∩ Uβ)×RmはUβ ×Rmの開集合だから，π−1(Uα)は T (M)の開集合
である．
(2) T (M)の開集合の定義から，明らかにhαは開写像になる．hαは全単
射だから，V ⊂ Uα×RmをUα×Rmの開集合とすると，hα(h−1

α (V )) = V．
よって，hα(h−1

α (V ))はUα ×Rmの開集合である．T (M)の開集合の定め
方から，h−1

α (V )は T (M)の開集合になる．よって，hαは位相同型写像で
ある．問題 4.5の結果より，T (M)はHausdorff空間になる．
(3) O ⊂MをMの開集合とする．hα(π−1(O)∩π−1(Uα)) = (Uα∩O)×

Rmだから，hα(π−1(O)∩π−1(Uα))はUα×Rmの開集合である．T (M)の
位相の入れ方からOは T (M)の開集合である．ゆえに，π−1(O)は T (M)
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の開集合である．よって，πは連続である．πが開写像であることを示す．
U ⊂ T (M)を T (M)の開集合とする．このとき，

π(U) = π(U ∩ T (M)) = π(U ∩
⋃

π−1(Uα)) = π(
⋃

(U ∩ π−1(Uα)))

=
⋃

π(U ∩ π−1(Uα)) =
⋃

(π(U) ∩ Uα)

hα(U ∩Uα)はUα×Rmの開集合で，π(U)∩Uαはhα(U ∩Uα)の第一成分へ
の射影だから，Uαの開集合である．UαはMの開集合だから，π(U)∩Uα

はM の開集合である．よって，π(U)はM の開集合となり，πは開写像
である．
(5) πを局所座標系 (π−1(Uα), hα, (x

α
1 , · · · , xαm, yα1 , · · · , yαm) 上で書けば，

(xα1 , · · · , xαm, yα1 , · · · , yαm) 7→ (xα1 , · · · , xαm) となるので，C∞級である．

問題 4.12. B,MをC∞級多様体とする．π : B →Mを全射C∞級写像と
する．V を有限次元実ベクトル空間とする．各x ∈Mに対しπ−1(x)(⊂ B)

は V と同型なベクトル空間とする．φx : π−1(x) → V で線形同型写像を
表す．M の開被覆 {Uα}と微分同型写像

φα : π−1(Uα) → Uα × V

が存在して，φα|π−1(x)(u) = (π(u), φx(u))が成り立つとする．このとき，
BをM 上のベクトル束という．次を示せ．
(1) π : M × V → M ; (x, v) → xと定めると，M × V はM 上のベクト
ル束になることを示せ．

(2) 接束 T (M)はM 上のベクトル束となることを示せ．
問題 4.13. SL(n,R), SL(n,C)はそれぞれRn2

,R2n2のn2−1次元と2n2−2

次元のC∞級部分多様体であることを示せ．
証明. 始めにSL(n,R)がRn2のn2− 1次元部分多様体であることを示す．
C∞級関数 f : Rn2 → Rを

f(X) = det(X) (X = (xij) ∈Mn(R) = Rn2

)

と定めると，SL(n,R) = {X ∈Mn(R) | f(X) = 1}．

(df)X =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dx11 · · · dx1n
x21 · · · x2n
...

...

xn1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11 · · · x1n
...

...

xn−1,1 · · · xn−1,n

dxn1 · · · dxnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

Xijdxij
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ただし，Xの余因子行列 X̃の (i, j)成分をXijと表し，第二式の第 i項を
第 i行に関して余因子展開した．X ∈ SL(n,R)に対し，Xは正則行列だ
から，X̃ 6= O．よって，SL(n,R)上で df 6= 0．系 2.50, (1)より主張が成
り立つ．
次にSL(n,C)がR2n2の 2n2−2次元部分多様体であることを示す．C∞

級関数 f, g : R2n2 → Rを

f(Z) = Re(det(Z)), g(Z) = Im(det(Z)) (Z = (zij) ∈Mn(C) = R2n2

)

と定めると，SL(n,C) = {X ∈Mn(R) | f(Z) = 1, g(Z) = 0}．

d(f + ig)Z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dz11 · · · dz1n
z21 · · · z2n
...

...

zn1 · · · znn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ · · ·+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z11 · · · z1n
...

...

zn−1,1 · · · zn−1,n

dzn1 · · · dznn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(Zijdxij + iZijdyij) =
∑

Zijdzij

ただし，Zの余因子行列 Z̃の (i, j)成分をZijと表した．実部と虚部に分
けて書くと

(df)Z =
∑

(Re(Zij)dxij − Im(Zij)dyij),

(dg)Z =
∑

(Re(Zij)dyij + Im(Zij)dxij)

a, b ∈ Rに対し，a(df)Z + b(df)Z = 0と仮定すると，(
Re(Zij) Im(Zij)

−Im(Zij) Re(Zij)

)(
a

b

)
=

(
0

0

)

Z ∈ SL(n,C)のとき，Zは正則だから，Z̃ 6= O．特に，ある (i, j)に対し，
Zij 6= 0．これより，a = b = 0が得られる．すなわち，df, dgは SL(n,C)
上で線形独立である．ゆえに主張が従う．
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