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概 要

この講義では集合と群の定義を既知とし，群が集合に作用してい
る場合を扱う．対象となる集合はベクトル空間やそこから派生して
くる空間であり，対象となる群は行列で表示される群である．群作
用の軌道全体のなす空間が明示的に表示できる具体例を扱う．行列
の階数や簡約化，Cauchy-Schwarzの不等式もこの視点から見直す．
目標はWirtinger不等式を紹介し，証明を与えることである．予備
知識は集合，群，ベクトル空間，内積，Hermite内積などである．
学部 4年生から大学院への数学の橋渡しになる講義を目指す．1

記号表
R 実数体
i 虚数単位 i =

√
−1

C 複素数体 {x+ iy | x, y ∈ R}
a := b aを bとおく

// 平行
|A|, det(A) 正方行列Aの行列式
sgn(σ) 置換 σの符号 (= ±1)

X − Y 集合X,Y の差集合 {x ∈ X | x ̸∈ Y }
⊕ ベクトル空間の直和

spanR{u1, · · · , un} Ru1 + · · ·+ Run

⟨u1, u2⟩R spanR{u1, u2}

1集中講義の機会を与えてくださった田崎博之先生と，講義を聴講してくださった学
生さんに深く感謝しています．
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1 導入
X を集合とする．X からX への全単射全体のなす群を S(X)と表し，

X 上の対称群という．σ ∈ S(X)と x ∈ X に対し，σ(x) ∈ X が定まる．
これを S(X)のXへの作用と言う．この講義では，ベクトル空間や内積
をもつベクトル空間，あるいはこれらから派生してくる空間をXとして
考えたい．すると，Xは和やスカラー倍，内積といった様々な構造をも
つので，これらを保つS(X)の部分群の作用を考えることは自然なことに
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なる．たとえばベクトル空間の和とスカラー倍を保つ作用は線形変換に
他ならない．G̃をS(X)の部分群とすると，G̃のXへの作用が，g ∈ G̃と
x ∈ Xに対し，g(x) ∈ Xで定まる．ほとんど同じことであるが，群Gと
準同型写像 ρ : G → S(X) があれば，GのXへの作用が g ∈ Gと x ∈ X

に対し，ρ(g)x ∈ X で定まる．記号 ρは前後関係から明らかな場合には
省くこともある．x ∈ Xに対し，

Gx = {gx | g ∈ G} ⊂ X

を xを通るG-軌道または単に xを通る軌道と言う．xを軌道Gxの始点
という．x, y ∈ Xに対し，Gx = Gyとなる必要十分条件は，g ∈ Gが存
在して，gx = yとなることである．G-軌道全体のなす集合を軌道空間と
いい，G\Xで表す：

G\X = {Gx | x ∈ X}

群Gの集合Xへの作用が推移的であるとは，任意の x, y ∈ Xに対し，あ
る g ∈ Gが存在して，y = gxとなるときをいう．このとき，X をG-等質
空間または単に等質空間という．G-等質空間の軌道空間は 1点からなる．

問題 1.1. 群Gが集合Xに作用しているとする．

(1) g ∈ G, x ∈ Xに対し，ρ(g−1)x = ρ(g)−1xとなることを示せ．ただ
し，ρ(g)−1は ρ(g)の逆変換を表す．

(2) ρ−1(1) = {g ∈ G | ρ(g) = 1}はGの正規部分群であることを示せ．

(3) 次を示せ．

GのXへの作用は推移的⇔ある x0 ∈ Xが存在して，X = Gx0

⇔任意の x ∈ Xに対し，X = Gx

K = R,Cとする．K の元を成分とする n次正則行列全体のなす群を
GL(n,K)と表し，これを一般線形群という：

GL(n,K) = {Kの元を成分とする n次正則行列全体 }
= {Kの元を成分とする n次行列Xで |X| ̸= 0となるもの全体 }

GL(n,R)の部分群O(n)を

O(n) = {g ∈ GL(n,R) | tgg = En}
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で定義し．これを n次直交群という．O(n)の元を n次直交行列という．
Rnの標準内積を ⟨ , ⟩と表し，⟨ , ⟩から定まるノルムを ∥ · ∥で表すと，

O(n) = {g ∈ GL(n,R) | g−1 = tg}
= {g ∈ GL(n,R) | ⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ R)}
= {g ∈ GL(n,R) | ∥gx∥ = ∥x∥ (x ∈ Rn)}

が成り立つ．g ∈ O(n)の行列式は |g| = ±1を満たす．これを踏まえて
O(n)の部分群 SO(n)を

SO(n) = {g ∈ O(n) | |g| = 1}

と定義し，n次特殊直交群という．SO(n)の元を n次特殊直交行列とい
う．GL(n,K)はKnに正則一次変換として作用するので，その部分群は
Knに自然に作用する．
n− 1次元球面 Sn−1 = {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1} は n ≥ 2のとき，SO(n)-等

質空間である (定理 4.1)．この性質を利用して次の例題の行列式を求めて
みよう．

例題 1.1. x1, x2, · · · , xn, kを実数とする．次の行列式を求めよ．∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2
1 + k x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2
2 + k · · · x2xn

...
...

. . .
...

xnx1 xnx2 · · · x2
n + k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解答 1. x =

x1

...

xn

 ∈ Rn とおくと，与えられた行列式は |xtx + kEn|．

g ∈ SO(n)に対して，xを gxで置き換えると，

|gxt(gx) + kEn| = |gxtxtg + kEn| = |g(xtx+ kEn)
tg| = |xtx+ kEn|

よって与えられた行列式は変換 x 7→ gxで変わらない．SO(n)は Sn−1に
推移的に作用するから，ある g ∈ SO(n)が存在して，gx = |x|en．この
とき，

|xtx+ kEn| = |gxt(gx) + kEn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k

. . .

k

k + |x|2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = kn−1(k + |x|2)
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解答 2. x =

x1

...

xn

 , y =

y1
...

yn

 ∈ Rn とおく．x = 0のとき，与式は対角

行列の行列式になるから，kn．以下，x ̸= 0のときを考察する．簡単な計
算で

(xtx+ kEn)y = ⟨x, y⟩x+ ky

が成り立つことに注意する．Rnの (n− 1)次元部分空間 V を V = x⊥と
定めると，Rn = Rx⊕ V (直交直和)．上の計算より，

(xtx+ kEn)x = (∥x∥2 + k)x.

y ∈ V に対して，
(xtx+ kEn)y = ky

よって，
|xtx+ kEn| = kn−1(k + |x|2)

これは x = 0のときでも成り立つ．

上の例題を解答 1の方法で解くときに次の性質を利用した．

(1) SO(n)は Sn−1に推移的に働く．

(2) 与えられた行列式は x 7→ gx (g ∈ SO(n)) で不変である．

(3) (1), (2)を利用して xを標準的な位置 |x|enにもってくると，行列式
の計算が簡単になる．

性質 (1)の代わりに次の性質 (1)’を用いてもよい．

(1)’ SO(n)のRnへの標準的な作用を考える．このとき，任意の x ∈ Rn

に対して，g ∈ SO(n)が存在して，gx ∈ R≥0en．

(1)’より軌道空間について

SO(n)\Rn = {SO(n)y | y ∈ Rn} = {SO(n)xen | x ≥ 0}

よって写像R≥0 → SO(n)\Rn;x 7→ SO(n)xenは全射である．SO(n)の作
用はRnの内積を保つから，

SO(n)xen = SO(n)yen ⇒ |x| = |y| ⇒ x = y
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よって，写像R≥0 → SO(n)\Rn;x 7→ SO(n)xenは全単射であり，この写
像により軌道空間 SO(n)\RnはR≥0と同一視される．

R≥0
∼= SO(n)\Rn;x 7→ SO(n)xen

例題 1.1の結論は x1, · · · , xn, kが複素数でも成り立つ：

例題 1.2. 複素数 z1, · · · , zn, κに対して，∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z21 + κ z1z2 · · · z1zn
z2z1 z22 + κ · · · z2zn
...

...
. . .

...

znz1 znz2 · · · z2n + κ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = κn−1(κ+
n∑

j=1

z2j )

となることを示せ．

証明 1. 上の式の左辺，右辺をそれぞれ f(z1, · · · , κ), g(z1, · · · , zn, κ) と
おくと，f, g はそれぞれ z1, · · · , zn, κの多項式関数，特に，整関数であ
る．実数x1, · · · , xn, kに対しては既に示したことから，f(x1, · · · , xn, k) =

g(x1, · · · , xn, k)が成り立つ．変数 z1に一致の定理を適用して，

f(z1, x2, · · · , xn, κ) = g(z1, x2, · · · , xn, κ).

以下，繰り返し一致の定理を用いて，f(z1, · · · , κ) = g(z1, · · · , zn, κ)が得
られる．

証明 2. 証明 1で複素関数論を用いた部分は，次のように多項式の性質を
用いてもよい：a0, a1, · · · , an, b0, b1, · · · , bnを複素数とする．このとき，

n∑
j=0

ajx
j =

n∑
j=0

bjx
jが任意の実数 xについて成り立つ

⇔ a0 = b0, a1 = b1, · · · , an = bn

⇔
n∑

j=0

ajz
j =

n∑
j=0

bjz
jが任意の複素数 zについて成り立つ

次に群作用を利用してCauchy-Schwarzの不等式を証明してみよう．
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定理 1.1. [Cauchy-Schwarzの不等式] x, y ∈ Rnに対して，

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

“ =′′⇔ x// y

証明. g ∈ SO(n)に対して，⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩, ∥gx∥ = ∥x∥, ∥gy∥ = ∥y∥
となる．さらに，x// y ⇔ gx// gy が成り立つ．x = 0 のとき，主張が
成り立つことは明らかだから，以下，x ̸= 0と仮定する．性質 (1)’よ
り，g1 ∈ SO(n)が存在して，g1x = ∥x∥en．再度 (1)’を用いると，ある
g2 ∈ SO(n)が存在して，g2en = en, g2g1y = yn−1en−1 + ynen．ここで，
g = g2g1 ∈ SO(n)とおくと，gx = ∥x∥en, gy = yn−1en−1 + ynen．このと
き，⟨x, y⟩ = ⟨gx, gy⟩ = ∥x∥ynだから，

|⟨x, y⟩| = ∥x∥|yn| ≤ ∥x∥∥gy∥ = ∥x∥∥y∥

“ =′′⇔ yn−1 = 0 ⇔ gx// gy ⇔ x// y

ゆえに主張が示された．

Cauchy-Schwarzの不等式については，次の節でさらに詳しく調べる．

2 Cauchy-Schwarzの不等式
次の定理とその証明がこの節の内容の雛型である．

定理 2.1. x, y ∈ R3に対して，⟨x, y⟩2 + ∥x× y∥2 = ∥x∥2∥y∥2．

証明. x = 0または y = 0のとき主張が成り立つことは明らかだから，証
明をするためには x ̸= 0, y ̸= 0と仮定してよい．xを cxで置き換えると
左辺，右辺共に c2倍される．同様のことは yについても言える．そこで
証明を完成するためには x, y ∈ S2と仮定してよい．S2 × S2に SO(3)を
g(x, y) = (gx, gy)で作用させると，この作用に関して等式の左辺と右辺は
不変である．SO(3)はS2に推移的に作用するから，x = e1と仮定して一般
性を失わない．SO(3)の e1におけるイソトロピー部分群はSO(2)であり，
SO(2)はyz平面内のS1に推移的に作用するからy = cos θe1+sin θe2 (0 ≤
θ ≤ π)と仮定して一般性を失わない．このとき，

⟨x, y⟩2 = cos2 θ, ∥x× y∥2 = sin2 θ, ∥x∥2∥y∥2 = 1

だから主張が従う．
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∥x× y∥ ≥ 0だから，上の等式よりCauchy-Schwarzの不等式

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ R3)

が得られる．

2.1 Rn内のCauchy-Schwarzの不等式

次のCauchy-Schwarzの不等式に 4通りの証明を与える．次の問題の恒
等式は後で使われる．

問題 2.1. [Lagrangeの恒等式] 複素数 z1, . . . , zn, w1, . . . , wnに対して(
n∑

i=1

ziwi

)2

+
∑
i<j

(ziwj − zjwi)
2 =

(
n∑

i=1

z2i

)(
n∑

j=1

w2
j

)

が成り立つことを示せ．

定理 2.2. [Cauchy-Schwarzの不等式] x, y ∈ Rnに対して，

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥

が成り立つ．等号成立条件はx = 0または y = 0またはx ̸= 0, y ̸= 0, x// y

となることである．

証明 1. x = 0のとき主張が成り立つことは明らかなので，x ̸= 0とする．
任意の t ∈ Rに対して，

0 ≤ ∥tx+ y∥2 = ∥x∥2t2 + 2t⟨x, y⟩+ ∥y∥2

よって，右辺の tに関する 2次式の判別式をDとすると，D/4 ≤ 0．こ
こで，

0 ≥ D

4
= ⟨x, y⟩2 − ∥x∥2∥y∥2

よって，|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥. □

証明 2. 問題 2.1のLagrangeの恒等式において z1, . . . , zn, w1, . . . , wnを実
数にすることにより主張が得られる．
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証明 3. x = 0または y = 0のとき主張が成り立つことは明らかなので，
x ̸= 0かつ y ̸= 0とする．SO(n)はRnの超球面Sn−1に推移的に作用する
ので g1 ∈ SO(n)とx1 > 0が存在して，g1x = x1e1．SO(n−1) = SO(n)e1
はRn−1の超球面 Sn−2に推移的に作用するので g2 ∈ SO(n− 1)と y2 ≥ 0

と実数 y1が存在して，g2g1y = y1e1+ y2e2．このとき，g = g2g1 ∈ SO(n)

とおくと，gx = x1e1, gy = y1e1 + y2e2．SO(n)の Rnへの作用は内積を
保存するので，

⟨x, y⟩ = ⟨gx, gy⟩ = x1y1,

∥x∥∥y∥ = ∥gx∥∥gy∥ = x1

√
y21 + y22 ≥ x1|y1| = |⟨x, y⟩|

等号成立⇔ y2 = 0 ⇔ x// y．

証明 4. 実数 a1, . . . , an, b1, . . . , bnに対して

n∑
i=1

aibi ≤

√√√√ n∑
i=1

a2i

√√√√ n∑
i=1

b2i

が成り立つことを示せばよい．n = 1, 2のときは明らかに主張が成り立
つ．nのとき主張が示されたとすると n+ 1のとき，

n+1∑
i=1

aibi =
n∑

i=1

aibi + an+1bn+1

≤

√√√√ n∑
i=1

a2i

√√√√ n∑
i=1

b2i + an+1bn+1 (数学的帰納法の仮定)

≤

√√√√√
√√√√ n∑

i=1

a2i

2

+ a2n+1

√√√√√
√√√√ n∑

i=1

b2i

2

+ b2n+1 (n = 2の場合)

=

√√√√n+1∑
i=1

a2i

√√√√n+1∑
i=1

b2i

ゆえに主張が成り立つ．
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2.2 Cn内のCauchy-Schwarzの不等式

x, y ∈ Cnを列ベクトルで表示して，xと yの Hermite内積 ⟨x, y⟩ ∈ C
を

⟨x, y⟩ = txy = x∗y

と定める．⟨ , ⟩は SU(n)の作用で不変である (SU(n)の定義は §4.2を
参照)．
次のCauchy-Schwarzの不等式に二通りの証明を与える．

定理 2.3. [Cauchy-Schwarzの不等式] x, y ∈ Cn−{0}に対して，|⟨x, y⟩| ≤
∥x∥∥y∥が成り立つ．等号成立条件は α ∈ C − {0}が存在して y = αxと
なることである．

証明 1. 任意の t ∈ Cに対して，

0 ≤ ⟨tx+ y, tx+ y⟩ = |t|2∥x∥2 + 2Re(t⟨x, y⟩) + ∥y∥2

ここで，t = − 1
∥x∥2 ⟨x, y⟩とおいて計算して整理すると主張が得られる．

証明 2. 後述の定理 4.4より SU(n)はCn内の超球面 S2n−1に推移的に作
用するので g1 ∈ SU(n)と x1 > 0が存在して，g1x = x1e1．SU(n− 1) =

SU(n)e1はCn−1内の超球面S2n−3に推移的に作用するので，g2 ∈ SU(n−
1), y1 ∈ C, y2 ≥ 0が存在して，g2g1y = y1e1 + y2e2．g = g2g1 ∈ SU(n)と
おくと，gx = x1e1, gy = y1e1 + y2e2．SU(n)の Cnへの作用は内積を保
存するから

⟨x, y⟩ = ⟨gx, gy⟩ = x1y1,

∥x∥∥y∥ = ∥gx∥∥gy∥ = x1

√
|y1|2 + y22 ≥ x1|y1| = |⟨x, y⟩|

等号成立⇔ y2 = 0 ⇔ gy = αgx (∃α ∈ C − {0}) ⇔ y = αx (∃α ∈
C− {0})

2.3 逆向きのCauchy-Schwarzの不等式

Rn
1 = (Rn, ⟨ , ⟩)で n次元 Lorenz空間を表す．x ∈ Rn

1 が時間的である
とは ⟨x, x⟩ < 0となるときをいう．
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定理 2.4 (逆向きの Cauchy-Schwarz不等式). x, y ∈ Rn
1 で xを時間的と

する．このとき，
⟨x, y⟩2 ≥ ⟨x, x⟩⟨y, y⟩.

等号成立条件は xと yが比例することである．2

証明. ⟨x, y⟩, ⟨x, x⟩, ⟨y, y⟩はO(n− 1, 1)の作用で不変である．O(n− 1, 1)

はHn−1 = {x ∈ Rn
1 | ⟨x, x⟩ = −1}に推移的に働くから，

x = (0, · · · , 0, xn) (xn > 0), y = (y1, 0, · · · , 0, yn) (y1 ≥ 0)

と仮定して一般性を失わない．このとき，

⟨x, y⟩2 = x2
ny

2
n ≥ x2

n(y
2
n − y21) = −x2

n(y
2
1 − y2n) = ⟨x, x⟩⟨y, y⟩

等号成立条件は y1 = 0 だから x// y．

3 行列の階数
この節では学部 1年生で既に学んだ行列の階数や行列の簡約化を軌道
の幾何学の観点から見直す．定理 3.13と定理 3.16が主結果である．

3.1 行列の階数と階数標準形

K で可換体を表す．たとえば，K = Q,R,Cを想定すればよい．M(m,n;K)

でKの元を成分とする (m,n)行列全体のなす集合を表す．M(m,n;K)に
は和・差とKの元との積が定義され自然な計算規則を満たす．m = nの
ときには，Mn(K) = M(n, n;K)とおく．
次の三種類の行列 Pn(i, j), Qn(i;α), Rn(i, j; β) ∈ Mn(K)を n次基本行

2O’Neill[4]の教科書，p. 144, Prop. 30では x, yを共に時間的と仮定して結論を導い
ている．
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列という．

Pn(i, j) =



1
...

...
. . .

...
...

1
...

...

· · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 1 · · · · · · · · ·
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

· · · · · · · · · 1 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · ·
...

... 1
...

...
. . .

...
... 1



Qn(i;α) =



1
...

. . .
...

1
...

· · · · · · · · · α · · · · · · · · ·
... 1
...

. . .
... 1


(対角行列), (α ∈ K−{0})

Rn(i, j; β) =



1
...

. . .
...

· · · · · · 1 · · · β · · · · · ·
. . .

...

1
...

. . .
... 1


(β ∈ K)

例えば，

P3(1, 2) =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , Q3(3;α) =

1 0 0

0 1 0

0 0 α

 , R3(1, 2; β) =

1 β 0

0 1 0

0 0 1


12



基本行列の積について

Pn(i, j)Pn(i, j) = En,

Qn(i;α)Qn(i;α
−1) = Qn(i;α

−1)Qn(i;α) = En,

Rn(i, j; β)Rn(i, j;−β) = Rn(i, j;−β)Rn(i, j; β) = En

が成り立つ．よって，Pn(i, j), Qn(i;α), Rn(i, j; β)は正則行列であり

Pn(i, j)
−1 = Pn(i, j), Qn(i;α)

−1 = Qn(i;α
−1), Rn(i, j; β)

−1 = Rn(i, j;−β)

次に一般の (m,n)行列に左右から基本行列をかけることを考えよう．

(I) (m,n)行列Aに左から Pm(i, j)をかけると，Aの第 i行と第 j行が
入れ替わる．

(II) (m,n)行列 Aに左から Qm(i;α)をかけると，Aの第 i行が α倍さ
れる．

(III) (m,n)行列Aに左からRm(i, j : β)をかけると，Aの第 j行の β倍
が第 i行に加えられる．

行列Aに (I)∼(III)を施すことを行基本操作という．

(i) (m,n)行列Aに右から Pn(i, j)をかけると，Aの第 i列と第 j列が
入れ替わる．

(ii) (m,n)行列 Aに右から Qn(i;α)をかけると，Aの第 i列が α倍さ
れる．

(iii) (m,n)行列 Aに右から Rn(i, j : β)をかけると，Aの第 i列の β倍
が第 j列に加えられる．

行列Aに (i)∼(iii)を施すことを列基本操作という．
行基本操作と列基本操作を合わせて基本操作という．
行列Aに基本操作を施して行列Bになるとき，A → Bと表す．

行列の零ベクトルでない行ベクトルの 0でない最初の成分 (一番左の成
分)をその行の主成分という．

定義 3.1. 次の条件 (1)∼(4)を満たす行列を簡約行列という．
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(1) 行ベクトルのうちに零ベクトルがあれば，それは零ベクトルでない
ものより下にある．

(2) 零ベクトルでない行ベクトルの主成分は 1である．

(3) 各行の主成分は下の行ほど右にある．

(4) 各行の主成分を含む列の他の成分はすべて 0である．すなわち，第 i

行の主成分が aijiならば，第 jiの aiji以外の成分はすべて 0である．

命題 3.2. 任意の (m,n)行列Aに対して，m次基本行列のいくつかの積
U が存在して，UAは簡約行列になる．

実は上の簡約行列はAに対して一意に定まる (定理 3.15)．

命題 3.3. 任意の (m,n)行列Aに対して，m次基本行列のいくつかの積
U と n次の基本行列のいくつかの積 V で

UAV =

(
Er O

O O

)
(r ≥ 0)

となるものが存在する．

命題 3.4. 次が成り立つ．

(1) 基本行列のいくつかの積は正則行列である．

(2) 正則行列は基本行列のいくつかの積になる．

証明. (1) 基本行列は正則行列で正則行列のいくつかの積は正則行列だか
ら，主張が従う．
(2) n次正則行列Aに対して基本行列のいくつかの積U, V が存在して，

UAV =

(
Er O

O O

)

左辺は正則だから右辺も正則である．よって，r = n, UAV = En．ゆえ
にA = U−1V −1となりAは基本行列のいくつかの積になる．

上の二つの命題から，次の命題が従う．
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命題 3.5. 任意の (m,n)行列Aに対して，m次正則行列 P と n次正則行
列Qが存在して

PAQ =

(
Er O

O O

)
という形になる．ここで，r ≤ min{n,m}．

命題 3.5の rが正則行列 P,Qの取り方によらずAのみで定まることを
示したい．いくつかの準備の後にこれを示す．

u1, · · · , uk ∈ Knに対して，集合

{
k∑

i=1

xiui | x1, · · · , xk ∈ K

}
を簡単に

k∑
i=1

Kuiと表す：

k∑
i=1

Kui =

{
k∑

i=1

xiui | x1, · · · , xk ∈ K

}

この集合はKnの部分空間になる．これを u1, · · · , uk の張る部分空間と
いう．

命題 3.6. (m,n)行列 Aに対して，命題 3.5のように，m次正則行列 P

と n次正則行列Qをとる．このとき，

Ker(A) =
n∑

i=r+1

KQei, Im(A) =
r∑

i=1

KP−1ei

証明. P,Qの取り方から

PAQ =

(
Er O

O O

)
ここで， r ≤ min{n,m}
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(1) 線形写像Aの核は

Ker(A) =

{
x ∈ Kn | P−1

(
Er O

O O

)
Q−1x = 0

}

=

{
x ∈ Kn |

(
Er O

O O

)
Q−1x = 0

}

=

{
x ∈ Kn | Q−1x =

(
O

y

)
,y ∈ Kn−r

}

=

{
Q

(
O

y

)
| y ∈ Kn−r

}
=

n∑
i=r+1

KQei

(2) 線形写像Aの像は

Im(A) = P−1

(
Er O

O O

)
Q−1Kn = P−1

(
Er O

O O

)
Kn (Q: 正則)

= P−1

{(
x

O

)
| x ∈ Kr

}

=
r∑

i=1

KP−1ei

よって主張が成り立つ．

問題 3.1. 次を示せ．

(1) 命題 3.6の {Qer+1, . . . , Qen}は線形独立である．

(2) 命題 3.6の {P−1e1, . . . , P
−1er}は線形独立である．

命題 3.7. Aを (m,n)行列とする．

(1) 線形写像Aの核がKer(A) = {0}を満たせば，n ≤ m．

(2) 線形写像Aの像が Im(A) = Kmを満たせば，m ≤ n．

証明. (1) 前命題より

Ker(A) = {0} ⇔ n = r(≤ min{n,m})． (3.1)

このとき，n ≤ m．
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(2) 前命題より

Im(A) = P−1

(
r∑

i=1

Kei

)

よって，

Im(A) = Km ⇔ P−1

(
r∑

i=1

Kei

)
= Km

⇔
r∑

i=1

Kei = P (Km)

⇔
r∑

i=1

Kei = Km (P :正則)

⇔ m = r(≤ min{n,m})

ゆえに，Im(A) = Kmならば，m ≤ n.

系 3.8. KnからKmの一対一上への線形写像が存在すれば，n = m．

系 3.9. Xを (m,n)行列，Y を (n,m)行列とする．XY = Em, Y X = En

となったとすると，m = nであり，Y はXの逆行列である．

証明. X の定める線形写像X : Kn → Kmについて，Xx = Xyとなっ
たとすると，両辺に左から Y をかけてx = y．よって，Xは単射である．
任意の z ∈ Kmに対して，x = Y z ∈ Knとおくと，両辺に左からX を
かけてXx = z．よって，Xは全射である．系 3.8より，m = n．逆行列
の定義から Y = X−1．

問題 3.2. m,nをm ≤ nとなる自然数とする．

(1) 写像

i : Km → Kn;x 7→

(
x

0

)
は単射線形写像であることを示せ．また，iの表現行列を求めよ．
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(2) 写像

p : Kn → Km;



x1

...

xm

xm+1

...

xn


7→

x1

...

xm



は全射線形写像であることを示せ．また，Ker(p)を求めよ．さらに
pの表現行列を求めよ．

(3) 合成写像 p ◦ i : Km → Kmと i ◦ p : Kn → Knのそれぞれの表現行
列を求めよ．

定理 3.10. Aを (m,n)行列とする．m次正則行列P1, P2と n次正則行列
Q1, Q2が存在して，

P1AQ1 =

(
Er O

O O

)
, P2AQ2 =

(
Es O

O O

)
となったとすると，r = s．

証明. P = P2P
−1
1 , Q = Q−1

2 Q1とおくと，P はm次正則行列，Qは n次
正則行列であり，

P

(
Er O

O O

)
=

(
Es O

O O

)
Q

そこで，(m,n)行列Bを

B = P

(
Er O

O O

)
=

(
Es O

O O

)
Q

によって，定めると線形写像B : Kn → Kmの像は

Im(B) = B(Kn) =

(
Es O

O O

)
(Kn) =

{(
x

0

)
| x ∈ Ks

}
線形写像Bの核は

Ker(B) =

{
x ∈ Kn |

(
Er O

O O

)
x = 0

}
=

{(
0

x

)
| x ∈ Kn−r

}
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そこで，線形写像Bの定義域をKnの部分空間{(
x

0

)
| x ∈ Kr

}
に制限したものをB|Kr と表す．この線形写像B|Kr の核は

Ker(B|Kr) = Ker(B) ∩

{(
x

0

)
| x ∈ Kr

}

=

{(
0

x

)
| x ∈ Kn−r

}
∩

{(
x

0

)
| x ∈ Kr

}
= {0}

像は{(
x

0

)
| x ∈ Ks

}
= Im(B) =

{
B

(
x

y

)∣∣∣∣∣x ∈ Kr,y ∈ Kn−r

}

=

{
B

(
x

0

)
+B

(
0

y

)∣∣∣∣∣x ∈ Kr,y ∈ Kn−r

}

=

{
B

(
x

0

)∣∣∣∣∣x ∈ Kr

}
= Im(B|Kr)

写像 i, pを

i : Kr i→

{(
x

0

)
| x ∈ Kr

}
;x 7→

(
x

0

)
,

p :

{(
x

0

)
| x ∈ Ks

}
→ Ks;

(
x

0

)
7→ x

と定める．全単射線形写像

Rr i→

{(
x

0

)
| x ∈ Kr

}
B→

{(
x

0

)
| x ∈ Ks

}
p→ Ks

が得られる．系 3.8より，r = s．

定義 3.11. 上の定理を踏まえて，命題 3.5中の rをAの階数といい，r =

rank(A)と表す．また，命題 3.5中の行列(
Er O

0 O

)
をAの階数標準形という．
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問題 3.3. (m,n)行列Aに対して，rank(tA) = rank(A)となることを示せ．

問題 3.4. (例題 1.1を参照)

rank


x2
1 x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2
2 · · · x2xn

...
...

...

xnx1 xnx2 · · · x2
n


を求めよ．

命題 3.12. 任意の (m,n)行列A，任意のm次正則行列 P1，任意の n次
正則行列Q1に対して

rank(P1AQ1) = rank(A)

証明. r = rank(A)とおくと，m次正則行列 P と n次正則行列Qが存在
して

PAQ =

(
Er O

O O

)
このとき，PP−1

1 , Q−1
1 Qは正則行列であり，

(PP−1
1 )(P1AQ1)(Q

−1
1 Q) = PAQ =

(
Er O

O O

)
ゆえに，rank(P1AQ1) = rank(A)．

GL(n,K) = {g ∈ Mn(K) | g : 正則 }とおく．GL(n,K)は行列の積に
関して群になる．M(m,n;K) に GL(m,K)×GL(n,K) を次のように作
用させる．

(g, h)X = gXh−1

この作用による軌道空間をGL(m,K)\M(m,n;K)/GL(n,K)と表す．行
列の階数はこの軌道に対して定まるといってもよい．

定理 3.13.

GL(m,K)\M(m,n;K)/GL(n,K)

=

{
GL(m,K)

(
Er O

O O

)
GL(n,K)

∣∣∣∣∣ r = 0, 1, · · · ,min{m,n}

}
∼= {0, 1, · · · ,min{m,n}}
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上の定理はより正確には，

GL(m,K)\M(m,n;K)/GL(n,K)

=

{
GL(m,K)

(
Er O

O O

)
GL(n,K)

∣∣∣∣∣ r = 0, 1, · · · ,min{m,n}

}

であり，写像

GL(m,K)\M(m,n;K)/GL(n,K) → {0, 1, · · · ,min{m,n}};

GL(m,K)

(
Er O

O O

)
GL(n,K) 7→ r

がwell-definedで全単射であることを意味する．
命題 3.7の証明と行列の階数の定義から次が得られる．

定理 3.14. Aを (m,n)行列とし，r = rank(A)とおく．

(1) Ker(A) = {0} ⇔ n = r

(2) Im(A) = Km ⇔ m = r

3.2 簡約化行列の一意性

この節では，命題 3.2に現れる行列Aの簡約化が行列Aに対して，一
意に定まることを示す．3

定理 3.15. A,B ∈ M(m,n;K)を共に行列X ∈ M(m,n;K)の簡約化と
すると，A = B．

上の定理 3.15を示すためには次の定理を示せばよい．

定理 3.16. A,B ∈ M(m,n;K)を共に簡約行列とする．g ∈ GL(m,K)が
存在して，B = gAとなったとすると，A = B．

証明. A,Bをそれぞれ列ベクトルを並べて，

A = (a1, · · · , an), B = (b1, · · · , bn)

3この節の内容は [9]を参考にした．

21



と表示すると，B = gAより，bi = gaiとなる．特に，ai = 0 ⇔ bi = 0が
成り立つ．x = t(x1, · · · , xn) ∈ Knに対して，

Ax =
n∑

j=1

xjaj, Bx = gAx =
n∑

j=1

xjbj

となるから
n∑

j=1

xjaj = 0 ⇔
n∑

j=1

xjbj = 0

が成り立つ．特に，部分集合 {j1, · · · , jk} ⊂ {1, · · · , n}に対し，

{aj1 , · · · , ajk}が線形独立⇔ {bj1 , · · · , bjk}が線形独立 (3.2)

が成り立つ．A = (a1, · · · , an)から零列ベクトルを取り除いて得られる行
列をA′ = (al1 , · · · , alp)とすると，Bから零列ベクトルを取り除いて得ら
れる行列はB′ = (bl1 , · · · , blp)となる．このとき，B′ = gA′．主張を証明
するためにはA′ = B′を示せばよい．A′, B′は簡約行列だから，始めから，

aj ̸= 0, bj ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n)

と仮定して一般性を失わない．このとき，

a1 = b1 = e1

となる．1 ≤ l ≤ nに対し，A,Bそれぞれの第 1列から第 l列までを並べ
てできる行列をAl, Blと表す：

Al = (a1, · · · , al), B = (b1, · · · , bl)

A,Bは簡約行列だから，Al, Blも簡約行列である．B = gAより，Bl =

gAl．命題 3.12より，rl := rank(Al) = rank(Bl)．lに関する数学的帰納
法でAl = Blを示す．l = 1のときは，A1 = e1 = B1．Al = Blと仮定し
て，Al+1 = Bl+1を示す．Al = Blより，1 ≤ j1 < · · · < Jrlが存在して，

ei = aji = bji (1 ≤ i ≤ rl)

(3.2)より，

{e1 · · · , erl , al+1}が線形独立⇔ {e1 · · · , erl , bl+1}が線形独立
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{e1 · · · , erl , al+1}が線形従属のとき，

al+1 =

rl∑
j=1

cjej (cj ∈ K)

と表される．Bl = gAl = Alより，gej = ej (1 ≤ j ≤ rl) だから，bl+1 =

gal+1 = al+1が得られる．{e1 · · · , erl , al+1}が線形独立のとき，Al+1, Bl+1

は簡約行列だから，al+1 = el+1 = bl+1．ゆえに，Al+1 = Bl+1が示された．
数学的帰納法により任意の lについて，Al = Bl．特に，l = nとおき，

A = B．

M(m,n;K) に GL(m,K) をGL(m,K)の元をM(m,n;K)に左から掛
けることで作用させる．この作用による軌道空間をGL(m,K)\M(m,n;K)

と表す．

定理 3.17.

GL(m,K)\M(m,n;K) = {GL(m,K)(簡約行列) | (簡約行列)}
∼= {(簡約行列)}

問題 3.5. M(m,n;K) に GL(n,K) を次のように作用させる：

ρ(g)X = Xg−1 (g ∈ GL(n,K), X ∈ M(m,n;K))

この作用による軌道空間M(m,n;K)/GL(n;K)を上の定理のように表示
せよ．

4 球面に推移的に作用する群
この節では特殊直交群の球面への自然な作用が推移的になることを示
す．また，特殊ユニタリー群を定義し，その球面への自然な作用も推移
的になることを示す．
球面に推移的に作用する群は他にも知られている．これについては [1,

p. 179]を参照せよ．
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4.1 特殊直交群

定理 4.1. 自然数 n ≥ 2に対し，Sn−1は SO(n)-等質空間である．

証明. この主張は，Sn−1(r)はSO(n)-等質空間である，と言っても同じこ
とである．任意の x ∈ Sn−1 に対し，g ∈ SO(n)が存在して，gx = e1 と
なることを示せばよい．n ≥ 2 に関する数学的帰納法で主張を示す．
(1) n = 2 のとき，

S1 =

{
x(θ) =

(
cos θ

sin θ

)∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
,

SO(2) =

{
g(α) =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)∣∣∣∣∣α ∈ R

}
となる．三角関数の加法定理を用いて，g(α)x(θ) = x(α + θ)．特に，任
意の θに対し，g(−θ)x(θ) = x(0) = e1．ゆえに主張が成り立つ．
(2) 一般の場合，SO(n)は SO(2)と SO(n − 1)のそれぞれに同型な部
分群

G1 =

{(
En−2 O

O g

)∣∣∣∣∣ g ∈ SO(2)

}
∼= SO(2),

G2 =

{(
g O

O 1

)∣∣∣∣∣ g ∈ SO(n− 1)

}
∼= SO(n− 1)

をもつことに注意する．Rn−1 を次のようにして Rn の部分空間と見なす．

Rn−1 =

{(
x

0

)∣∣∣∣∣x ∈ Rn−1

}
⊂ Rn

(1)より，任意の x ∈ Rnに対し，g1 ∈ G1 が存在して，g1x ∈ Rn−1．数
学的帰納法の仮定より，g2 ∈ G2 が存在して，(g2g1)x = g2(g1x) = e1．
g2g1 ∈ SO(n)だから主張が成り立つ．

問題 4.1. [Hadamardの不等式 I] a1, · · · ,an ∈ Rn − {0}を n個の n次列
ベクトルとする．このとき，

|det(a1, · · · ,an)| ≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥,
“ =′′⇔ a1, · · · ,anは互いに直交

となることを示せ．

24



ヒント．(1) まず，

a1 =


a11
0

0
...

0

 , a2 =


a12
a22
0
...

0

 , · · · ,an =


a1n
a2n
a3n
...

ann


という特別な形のベクトルに対して，主張が正しいことをいう．
(2) 直交行列 T ∈ O(n)と任意の a1, · · · ,an ∈ Rn に対して，

|det(Ta1, · · · , Tan)| = |det(a1, · · · ,an)|, ∥Taj∥ = ∥aj∥

となることを言う．
(3) 最後に (1),(2)を組み合わせて一般の場合には (1)に帰着されること
をいう．

4.2 特殊ユニタリー群

GL(n,C)の部分群 U(n)を

U(n) = {g ∈ GL(n,C) | g∗g = En} ただし g∗ = tg

で定義し，これを n次ユニタリー群という．U(n)の元をユニタリー行列
という．複素 Euclid空間Cnの標準Hermite内積を ⟨ , ⟩と表すと，

U(n) = {g ∈ GL(n,C) | g∗ = g−1}
= {g ∈ GL(n,C) | ⟨gx, gy⟩ = ⟨x, y⟩ (x, y ∈ Cn)}

が成り立つ．g ∈ U(n)に対し，|det(g)| = 1が成り立つ．これを踏まえ
て，U(n)の部分群 SU(n)を

SU(n) = {g ∈ U(n) | det g = 1}

と定義し，これを特殊ユニタリー群という．SU(n)の元を特殊ユニタリー
行列という．

命題 4.2. 複素数を成分とする n次正方行列U = (u1, · · · , un)に対して次
の条件は同値になる：
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(1) U はユニタリー行列である．

(2) U∗U = En

(3) UU∗ = En

(4) ⟨ui, uj⟩ = δij

証明. (1) ⇔ (2) ⇔ (3)は明らかである．U = (u1, · · · , un) ∈ Mn(C)に対
して

U∗U =


tu1

...
tun

 (u1, · · · , un) = (tuiuj)1≤i,j≤n = (⟨ui, uj⟩)1≤i,j≤n

よって，(2) ⇔ (4)が成り立つ．

問題 4.2. 次を示せ．

(1) n次ユニタリー行列の全体 U(n)は行列の積に関して群になる．

(2) 任意の T ∈ U(n)に対して，|detT | = 1．

問題 4.3. 任意の複素正則行列 P は，ユニタリー行列 T と正則な上三角
行列 U の積として P = TU と表されることを示せ．

問題 4.4. 次を示せ．

(1) SU(n) = {T ∈ U(n) | det(T ) = 1}とおくと，SU(n)は行列の積に
関して群になる．

(2)

SU(2) =

{(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣ z, w ∈ C,
|z|2 + |w|2 = 1

}

=


(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = cos θ1 + i cos θ2 sin θ1,

w = cos θ3 sin θ2 sin θ1 + i sin θ3 sin θ2 sin θ1,

0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π,

0 ≤ θ3 ≤ 2π


命題 4.3. 自然数 nに対し，S2n−1は U(n)-等質空間である．
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証明. この主張は，S2n−1(r)はU(n)-等質空間である，と言っても同じこ
とである．自然数 n に関する数学的帰納法で主張を示す．
(1) n = 1 のとき，S1 = {x ∈ C | |x| = 1} = U(1) となるので主張が成
り立つ．
(2) n ≥ 2 のとき，U(n) は次の部分群をもつことに注意する．

Gk =


Ek−1

g

En−k


∣∣∣∣∣∣∣ g ∈ U(1)

 ∼= U(1) (k = 1, 2, · · · , n),

SO(n)

また，RnをCn の実部分空間とみなす．(1)より，任意の x ∈ S2n−1に対
し，g1 ∈ G1, · · · , gn ∈ Gn が存在して，g1 · · · gnx ∈ Rn ∩ S2n−1 = Sn−1．
定理 4.1より，k ∈ SO(n)が存在して，kg1 · · · gnx = e1．kg1 · · · gn ∈ U(n)

だから主張が成り立つ．

問題 4.5. 次を示せ．

(1) g ∈ U(n)とする．k ∈ C に対し，

kg ∈ SU(n) ⇔ k ∈ U(1)(⊂ C), kn = |g|−1

⇔ kn = |g|−1

(2) 任意の g ∈ U(n) に対し，ある k ∈ U(1) が存在して，kg ∈ SU(n)．

問題 4.6. [Hadamardの不等式 II] 次を示せ．a1, · · · ,an ∈ Cn −{0}に対
して，

|det(a1, · · · ,an)| ≤
n∏

j=1

|aj|

“ =′′⇔ a∗
iaj = 0 (i ̸= j)

定理 4.4. 自然数 n ≥ 2に対し，S2n−1は SU(n)-等質空間である．

証明. 命題 4.3より，任意の x ∈ S2n−1 に対し，g ∈ U(n)が存在して，
gx = e1．問題 4.5より，上の g ∈ U(n) に対し，k ∈ U(1)が存在して，
g1 := kg ∈ SU(n)．このとき，g1x = kgx = ke1．

g2 =

k−1

k

En−2


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とおくと，g2 ∈ SU(n)であり，

g2g1x = g2e1 = k−1ke1 = e1

ゆえに主張が示された．

系 4.5. Cnの複素 k次元複素部分空間 V に対して，g ∈ SU(n)が存在し

て，gV =
k∑

j=1

Cej．

5 Jordan標準形と行列の指数写像
この節の目的はXを与えられた n次正方行列とし，n次正方行列に値
を持つ関数A(t)に関する微分方程式 Ȧ(t) = XA(t) を初期条件A(0) = 1

(1は n次単位行列)の下で解くことである (定理 5.5)．n = 1のとき，解
はA(t) = etX だから，この問題は指数関数の定義域を正方行列の場合に
拡張することに他ならない．

複素数 zを変数とする指数関数 ezは

ez = exp z =
∞∑

m=0

zm

m!
(収束半径∞)

とテーラー展開できる．右辺の級数は任意の zについて ez に収束する．
上の式の zを n次正方行列Xで置き換えた級数

expX =
∞∑

m=0

Xm

m!
= En +X +

X2

2!
+

X3

3!
+ · · ·

について考える．与えられた正方行列 X に対して上の級数が収束するか
どうかは問題であるが，4まず，いくつかの例について expX を計算して
みよう．

例 5.1. (1) n 次対角行列

X =

 a1
. . .

an


4この級数が収束するとは，部分和が収束することである．部分和が収束するとは，

行列の各成分が収束することである．
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に対して

expX =

 ea1

. . .

ean


(2) n 次上三角行列 N を

N =


0 1

0 0 1
...

. . . . . .
...

. . . 1

0 · · · 0


と定めると，Nn = Oとなる．よって，

exp tN =
n−1∑
l=0

tlN l

l!

例題 5.1. n 次正方行列

Jn(α) =


α 1 O

0 α 1
...

. . . . . . . . .
...

. . . . . . 1

0 · · · · · · 0 α

 (αは複素数)

に対して n 次上三角行列 N を

N =


0 1

0 0 1
...

. . . . . .
...

. . . 1

0 · · · 0


と定めると

exp tJn(α) = etα
n−1∑
l=0

tlN l

l!

となることを示せ．
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証明. Jn(α) = αEn +NでαEnとNは可換だから，通常の二項定理が使
えて，

(Jn(α))
m =

m∑
k=1

mCkα
m−kNk

Nn = Oに注意して，

exp tJn(α) =
∞∑

m=0

tm

m!

m∑
k=0

mCkα
m−kNk =

∞∑
m=0

m∑
k=0

tm

m!
mCkα

m−kNk

=
∞∑
k=0

(
∞∑

m=k

tm

m!
mCkα

m−k

)
Nk (N のべきについて整理)

=
n−1∑
k=0

(
∞∑
l=0

tk+l

(k + l)!
k+lCkα

l

)
Nk (Nn = 0)

=
n−1∑
k=0

(
∞∑
l=0

tlαl

l!

)
tk

k!
Nk = etα

n−1∑
k=0

tk

k!
Nk

問題 5.1. |α| < 1 のとき， lim
m→∞

Jn(α)
m = 0 となることを示せ．

例題 5.1で扱った正方行列 Jn(α) を Jordan細胞という．5

問題 5.2. 次を示せ．

(1) 2 次交代行列

J =

(
0 −1

1 0

)
に対して exp tJ =

(
cos t − sin t

sin t cos t

)
.

(2) 2 次対称行列

A =

(
0 1

1 0

)
に対して exp tA =

(
cosh t sinh t

sinh t cosh t

)
.

(3) 成分が全て 1 の n 次正方行列

X =

1 · · · 1
...

. . .
...

1 · · · 1

に対して exp tX = En +
1

n
(etn − 1)X

5細胞と言っても生物学とは関係ない．英語の Jordan cellの日本語訳．
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任意のXについて expXは収束することを示したい．そのために線形
代数でよく知られている事実を援用する．

定理 5.2. ([6, p. 178]) 複素数を成分とする任意の n次正方行列Xに対し
て複素数を成分とする正則行列 P と Jordan細胞 Jn1(α1), · · · , Jnk

(αk)が
存在して

X = P

 Jn1(α1)
. . .

Jnk
(αk)

P−1. (5.3)

問題 5.3. 定理 5.2中の α1, · · · , αk はX の固有値全部と一致することを
示せ．

定理 5.3. (1) 任意のXについて expXは収束する．

(2) exp(X∗) = (expX)∗.

(3) det(expX) = exp(trX) ̸= 0. 特に，expXは正則である．

証明. (1) Xを定理 5.2の (5.3)の形に変形すると

expX = P

 exp(Jn1(α1))
. . .

exp(Jnk
(αk))

P−1. (5.4)

(2) X が Jordan細胞 Jn(α) = αEn + N のときに主張を示せばよい．
Jn(α)

∗ = αEn +
tN より

exp(Jn(α)
∗) = eα

n−1∑
l=0

tN l

l!
= (exp Jn(α))

∗

(3) (1)の証明中の (5.4)式を用いると

det (expX) = det (exp(Jn1(α1)) · · · det (exp(Jnk
(αk)) ((5.4)式)

= exp(n1α1) · · · exp(nkαk) (例題 5.1)

= exp(n1α1 + · · ·+ nkαk)

= exp(tr (X))

ゆえに主張が示された．
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問題 5.4. n 次正方行列 X の任意の固有値 α が |α| < 1 を満たせば，
lim

m→∞
Xm = 0 となることを示せ．

問題 5.5. αの実部が負のとき， lim
t→∞

exp tJn(α) = 0 となることを示せ．

定数係数斉次線形微分方程式

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

について考えよう．新しい未知関数 y0 = y, y1, · · · , ym−1 を導入するとこ
れは次の連立微分方程式と同値である．

d

dx


y0
y1
...

yn−2

yn−1

 =


y1
y2
...

yn−1

−(a1yn−1 + · · ·+ an−1y1 + any0)


ただし，左辺の列ベクトルの微分は各成分を微分することを表す．ここで，

y =


y0
y1
...

yn−2

yn−1

 , X =



0 1 0 · · · · · · 0

0 0 1
. . . 0

...
...

. . . . . . . . .
...

0 0 · · · 0 1 0

0 0 · · · 0 0 1

−an −an−1 · · · · · · −a2 −a1


とおくと，この連立微分方程式は y′ = Xyと表せる．

そこでXを与えられた n次の正方行列とするとき，n次列ベクトルを
未知関数とする連立微分方程式

d

dt
y = Xy

について考えよう．

例題 5.2. n 次列ベクトル y(t) を未知関数とする連立微分方程式

d

dt
y(t) = Jn(α)y(t), y(0) = y0
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の解は
y(t) = exp(tJn(α))y0

によって与えられることを示せ．

証明. y(t) と y0 の第 i 成分をそれぞれ yi(t) と yi0 で表すと与えられた
連立微分方程式は 

ẏ1 = αy1 + y2,
...

ẏi = αyi + yi+1,
...

ẏn−1 = αyn−1 + yn,

ẏn = αyn

と表される．最後の微分方程式 ẏn = αynより

d

dt
(e−αtyn) = e−αtẏn − αe−αtyn (積の微分法)

= e−αt(ẏn − αyn) = 0

初期条件 yn(0) = yn0を考慮して，yn = yn0e
αt が得られる．これを一つ

上の微分方程式に代入して

ẏn − αyn = yn0e
αt.

積の微分法を用いて変形して

d

dt
(e−αtyn−1) = yn0

積分して
yn−1 = eαt(yn0t+ yn−1,0)

これを帰納的に繰り返して

yi+1 = eαt
n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0

が得られたとすると，これを一つ上の微分方程式に代入して

ẏi = αyi + eαt
n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0
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積の微分法を用いて変形して

d

dt
(e−αtyi) =

n−i−1∑
j=0

tj

j!
yi+j+1,0

積分して

yi = eαt

(
n−i−1∑
j=0

tj+1

(j + 1)!
yi+j+1,0 + yi,0

)
= eαt

n−i∑
j=0

tj

j!
yi+j,0

ゆえに

y = eαt



∑n−1
j=0

tj

j!
yj+1,0

...∑n−i
j=0

tj

j!
yj+i,0

...

yn,0



= eαt



1 t t2

2!
· · · tn−1

(n−1)!

0 1 t · · · tn−2

(n−2)!
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . t

0 · · · · · · 0 1


y0

= exp(tJn(α))y0

よって主張が得られた．

定理 5.4. X を n 次正方行列とする．n 次列ベクトル y(t) を未知関数と
する連立微分方程式

d

dt
y(t) = Xy(t), y(0) = y0

の解は
y(t) = exp(tX)y0

によって与えられる．

証明. 定理 5.2により X は (5.3)の形になる．未知関数を z(t) = P−1y(t)

と変換すると z(t) に関する連立微分方程式

d

dt
z(t) = (P−1XP )z(t), z(0) = P−1y0
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が得られる．例題 5.2より

z(t) = exp(tP−1XP )P−1y0 = P−1(exp tX)y0

よって y(t) = exp(tX)y0.

n次正方行列Aが安定行列であるとは，Aの全ての固有値の実部が負
となるときをいう．

問題 5.6. Aが安定行列のとき，微分方程式 dx
dt

= Axの任意の解 xは
x(∞) = 0を満たすことを示せ．

任意の 2次実行列Aに対して，成分を実数とする 2次正則行列 P が存
在して P−1AP は次のいずれかの形になる．ここで a, bは実数である：(

a −b

b a

)
(b ̸= 0),

(
a 0

0 b

)
,

(
a 1

0 a

)

任意の 3次実行列Aに対して，3次実正則行列P が存在してP−1AP は
次のいずれかの形になる．ここで a, b, cは実数である：a 0 0

0 b 0

0 0 c

 ,

a −b 0

b a 0

0 0 c

 ,

a 1 0

0 a 0

0 0 b

 ,

a 1 0

0 a 1

0 0 a


このことを用いると A が 3 次実正方行列のとき，微分方程式 d

dt
x(t) =

Ax(t) の解 x(t) の振る舞いを調べることができる．
exp : Mn(C) → Mn(C);X 7→ expX を指数写像 (exponential mapping)

という．exp(Mn(C)) ⊂ GL(n,C)が成り立つ．次の定理によってMn(C)
内の曲線 exp tXが特徴付けられる．

定理 5.5. X ∈ Mn(C)に対してMn(C)内の曲線A(t)をA(t) = exp tXと
定めると (A(t)は微分可能であり)，A(t)は初期条件

A(0) = En (5.5)

を満たす微分方程式
Ȧ(t) = XA(t) (5.6)

の解になる．逆に初期条件 (5.5)を満たす微分方程式 (5.6) の解はA(t) =

exp tXに限られる．
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証明. A(t) = exp tX とおくと A(0) = En となることは明らかである．
Ȧ(t) = XA(t)を満たすことを示す．X = Jn(α) = αEn + N の形である
と仮定してよい．このとき

A(t) = eαt
n−1∑
l=0

tlN l

l!

なので

Ȧ(t) = αeαt
n−1∑
l=0

tlN l

l!
+ eαt

n−1∑
l=1

tl−1N l

(l − 1)!

= αA(t) + eαtN
n−2∑
l=0

tlN l

l!

= αA(t) + eαtN
n−1∑
l=0

tlN l

l!
(Nn = 0)

= XA(t).

逆にA(t)が Ȧ(t) = XA(t), A(0) = Enを満たすと仮定してA(t) = exp tX

となることを示す．A = (a1 · · · a1)と表示すると与えられた微分方程
式は

ȧi = Xai, ai(0) = ei

と書き換えられる．定理 5.4より ai = (exp tX)ei．ゆえに

A = ((exp tX)e1 · · · (exp tX)en) = exp tX

が得られる．

系 5.6. (1) XY = Y Xならば exp(X + Y ) = expX expY .

(2) (expX)−1 = exp(−X).

(3) X ∈ Mn(R)が交代行列 (tX = −X)ならば expX ∈ SO(n)．

証明. (1) XY = Y Xより

(exp tX)Y =
∞∑
n=0

tnXn

n!
Y = Y

∞∑
n=0

tnXn

n!
= Y exp tX.
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A(t) = exp tX exp tY とおくとA(0) = 1で

Ȧ(t) = X exp tX exp tY + (exp tX)Y exp tY = (X + Y )A(t).

よって定理 5.5よりA(t) = exp t(X + Y ).

(2) X(−X) = (−X)X = −X2なので (1)より

expX exp(−X) = exp(−X) expX = exp(X −X) = exp 0 = 1.

ゆえに (expX)−1 = exp(−X).

(3) X ∈ Mn(R)を交代行列とすると

(expX)−1 = exp(−X) ((2)より)

= exp tX (X: 交代)

= t(expX) (定理 5.3,(2))

よって，expX ∈ O(n)．tr X = 0なので定理 5.3,(3)より

det(expX) = exp(trX) = 1.

よって，expX ∈ SO(n)．

上の系の (3)はX ∈ Mn(R)が交代行列のとき，expXが特殊直交行列
になることを示している．

問題 5.7. 定理 5.5と定理 5.3, (2)を用いて次を示せ．X ∈ Mn(C)
とする．Mn(C)内の曲線 C(t)が初期条件 C(0) = 1を満たす微分方程式
Ċ(t) = C(t)Xの解ならばC(t) = exp tXとなる．

微分方程式 d
dt
x = Ax+ bは定数変化法により解ける．

命題 5.7. Aを n次正方行列，bを n次列ベクトルとする．微分方程式
d
dt
x = Ax+ bの解は

x(t) = exp tA

(∫ t

0

exp(−τA)dτb+ x(0)

)
証明. 未知関数をxからyへx = exp(tA)yにより変換するとyに関する
微分方程式 d

dt
y = exp(−tA)b が得られる．これを積分して主張が得られ

る．
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正方行列Aの指数写像exp tAを具体的に計算するためには，AのJordan

標準形まで求める必要はなく，Aの固有多項式が具体的に因数分解でき
さえすればよい．これについては [7, §17]を参照せよ．

問題 5.8. 次の行列Aについて exp tAを求めよ．

(1) A =

(
4 2

−3 −1

)
(2) A =

(
3 1

−1 1

)

問題 5.9. a2 + b2 > 0となる実数 a, bに対して，3次正方行列Aを

A =

0 −a 0

a 0 −b

0 b 0


と定める．このとき，exp tAを求めよ．

6 実対称行列とHermite行列の対角化

6.1 実対称行列の直交行列による対角化

成分を実数とする対称行列を実対称行列という．同様に成分を実数と
する対角行列を実対角行列という．
2次の実対称行列Aの固有値が実数になることを示そう．Aは実数a, b, c

を用いて

A =

(
a b

b c

)
と表される．Aの固有多項式 fA(t)は

fA(t) =

∣∣∣∣∣t− a −b

−b t− c

∣∣∣∣∣ = t2 − (a+ c)t+ (ac− b2)

二次多項式 fA(t)の判別式をDとすると，

D = (a+ c)2 − 4(ac− b2) = (a+ c)2 + b2 ≥ 0

ゆえに，Aの固有値は実数である．一般に，次が成り立つことを示そう．

命題 6.1. 実対称行列Aに対して次が成り立つ．
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(1) Aの固有値は実数である．

(2) Aの異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する．

証明 (1) λをAの固有値，x ∈ CnをAの λに対する固有ベクトルと
する．Cnの標準エルミート内積を ⟨ , ⟩と表すと，⟨Ax, x⟩ = ⟨x, tAx⟩ =
⟨x,Ax⟩, Ax = λxであるから，λ∥x∥2 = λ∥x∥2．x ̸= 0より，∥x∥2 > 0だ
から λ = λ．ゆえに λは実数である．
(2) λ, µをAの互いに異なる固有値とする．前命題より λ, µは実数であ
る．λ, µに対するAの固有ベクトルをそれぞれ x, y ∈ Rnとすると

λ⟨x, y⟩ = ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ = µ⟨x, y⟩.

λ ̸= µであるから，⟨x, y⟩ = 0． □

定義 6.2. V を内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元ベクトル空間とする．f ∈ End(V )

が対称変換であるとは，

⟨f(u), v⟩ = ⟨u, f(v)⟩ (u, v ∈ V )

となるときを言う．

n次実対称行列Aの定める線形変換A : Rn → Rnは対称変換である．

命題 6.3. V を内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元ベクトル空間とする．f ∈ End(V )

に対して，次の (1), (2), (3)は同値である．

(1) f は対称変換である．

(2) V のある正規直交基底に関する f の表現行列は対称行列である．

(3) V の任意の正規直交基底に関する f の表現行列は対称行列である．

証明 (1) ⇒ (3)：f を対称変換とする．{u1, · · · , un}を V の任意の正
規直交基底とする．f の {u1, · · · , un}に関する表現行列をA = (aij)とす
ると，

f(uj) =
n∑

i=1

aijui

f は対称だから，

akj = ⟨f(uj), uk⟩ = ⟨uj, f(uk)⟩ = ajk
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ゆえにAは対称行列である．
(3) ⇒ (2)は明らかである．
(2) ⇒ (1)：　 V のある正規直交基底 {u1, · · · , un}に関する f の表現行
列A = (aij)が対称であるとする．任意の u =

∑
xiui, v =

∑
yiu∈V に対

して，

⟨f(u), v⟩ =
∑

xiyj⟨f(ui), uj⟩ =
∑

xiyjaji,

⟨u, f(v)⟩ =
∑

xiyj⟨ui, f(uj)⟩ =
∑

xiyjaij =
∑

xiyjaji (aji = aij)

= ⟨f(u), v⟩

よって，f は対称変換である． □

系 6.4. V を内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元実ベクトル空間とする．f ∈ End(V )

を対称変換とする．

(1) f の固有値は実数である．

(2) f の異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する．

定義 6.5. (1) Aをn次実対称行列，λをAの固有値とする．次で定義さ
れるRnの部分空間 V (λ)をAの固有値 λに対する固有空間という：

V (λ) = {x ∈ Rn | Ax = λx}

(2) V を内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元ベクトル空間とする．f ∈ End(V )を
対称変換，λを f の固有値とする．次で定義される V の部分空間
V (λ)を f の固有値 λに対する固有空間という：

V (λ) = {x ∈ V | f(x) = λx}

定理 6.6. (1) V を内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元ベクトル空間，f ∈ End(V )

を対称変換とする．λ1, · · · , λkを f の互いに異なる固有値全部とす
ると，

V = V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk) (直交直和)

(2) 任意の実対称行列 A ∈ Mn(R)に対して，直交行列 P ∈ O(n)が存
在して，P−1AP は対角行列になる．
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証明 (1) 系 6.4, (1)より，λ1, · · · , λkは実数で，系 6.4, (2)より和空
間 V (λ1) + · · ·+ V (λk) は直交直和になる．V の部分空間W を

W = (V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk))
⊥

と定めると，

V = (V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk))⊕W (直交直和)

任意のw ∈ W, vi ∈ Vi (1 ≤ i ≤ k)に対し，

⟨f(w), v1 + · · ·+ vk⟩ = ⟨w, f(v1) + · · ·+ f(vk)⟩ = ⟨w, λ1v1 + · · ·+ λkvk⟩
= λ1⟨w, v1⟩+ · · ·+ λk⟨w, vk⟩ = 0

となるから，f(W ) ⊂ W．よって，f|W ∈ End(W )はW の対称変換にな
る．仮に，W ̸= {0}とすると，f|W の固有値，固有ベクトルは fの固有値，
固有ベクトルになり，W のおき方に矛盾が起こる．ゆえに，W = {0}と
なり，主張が示された．
(2) Aの互いに異なる固有値全部を λ1, · · · , λk とする．対称変換 A ∈

End(Rn)に (1)を適用して，

Rn = V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk) (直交直和)

V (λj)の正規直交基底 {uj1, · · · , ujlj}を並べて，直交行列 P ∈ O(n)を

P = (u11, · · · , u1l1 , · · · , uk1, · · · , uklk)

と定めると，

AP = (Au11, · · · , Au1l1 , · · · , Auk1, · · · , Auklk)

= (λ1u11, · · · , λ1u1l1 , · · · , λkuk1, · · · , λkuklk)

= P



λ1

. . .

λ1

. . .

λk

. . .

λk


両辺に P−1をかけて主張が得られる． □
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問題 6.1. 任意の実対称行列は特殊直交行列により対角化することができ
る．このことを示せ．

問題 6.2. (1) 行列の積(
0 1

−1 0

)(
a1 0

0 a2

)(
0 1

−1 0

)−1

を計算せよ．

(2) n次特殊直交行列 SO(n) は Sym(n)に自然に作用する: その作用を
ρ と表すと

ρ(g)X = gX tg (g ∈ SO(n), X ∈ Sym(n))

任意の X ∈ Sym(n) は，ある g ∈ SO(n) で対角化できる．そこで，
Sym(n)の部分空間 S を

S = {diag{a1, · · · , an} | a1, · · · , an ∈ R} ∼= Rn

と定める．このとき，SO(n)の任意の軌道は Sと交わる．Sの部分
集合 S0を

S0 = {diag{a1, · · · , an} | a1 ≤ · · · ≤ an}

と定める．SO(n)\Sym(n)で軌道全体の空間 (軌道空間)を表すと，

S0 → SO(n)\Sym(n);H 7→ ρ(SO(n))H

は全単射となることを示せ．

定理 6.7. A1, · · · , Atを互いに可換 (AiAj = AjAi)な n次実対称行列とす
る．ある n次直交行列 T が存在して，T−1A1T, · · · , T−1AtT が全て対角
行列となる．

証明 λをAiの固有値，V (λ,Ai)をAiの固有値 λに対する固有空間と
する．v ∈ V (λ,Ai)に対し，Ajv ∈ V (λ,Ai)を示す．実際，

Ai(Ajv) = Aj(Aiv) = Aj(λv) = λAjv

よって，Ajv ∈ V (λ,Ai)．ゆえに，Aj|V (λ,Ai)は V (λ,Ai)の対称変換を引
き起こす．
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以下，一般的に記述しようとすると記号が煩雑になるので，t = 1とし，
A1の互いに異なる固有値全部を λ1, · · · , λp，A2の互いに異なる固有値全
部を µ1, · · · , µqとする．定理 6.6, (1)より

Rn =

p⊕
i=1

V (λi, A1) (直交直和)

=

q⊕
j=1

V (µj, A2) (直交直和)

先に述べたことから

V (λi, A1) =

q⊕
j=1

V (λi, A1) ∩ V (µj, A2) (直交直和)

が成り立ち，

Rn =
⊕
i,j

V (λi, A1) ∩ V (µj, A2) (直交直和)

が得られる．そこで，V (λi, A1)∩V (µj, A2)の正規直交基底を並べて，Rn

の正規直交基底 {u1, · · · , un}を作ると，{u1, · · · , un}に関する各Aiの表
現行列はすべて対角行列になる．よって T = (u1, · · · , un) ∈ O(n)とおく
と主張が成り立つ． □

6.2 Hermite行列のユニタリー行列による対角化

複素数を成分とするn次正方行列AがHermite行列であるとは，A∗ =

Aとなるときをいう．ただし，A∗ = tAとおいた．2次Hermite行列Aの
固有値は実数になることを示そう．Aは実数 a, cと複素数 bを用いて

A =

(
a b

b c

)
と表される．Aの固有多項式 fA(t)は

fA(t) =

∣∣∣∣∣t− a −b

−b t− c

∣∣∣∣∣ = t2 − (a+ c)t+ (ac− |b|2)

fA(t)は実数を係数とする二次多項式であり，その判別式をDとすると，

D = (a+ c)2 − 4(ac− |b|2) = (a− c)2 + 4|b|2 ≥ 0

よって，Aの固有値は実数である．一般に，次が成り立つことを示そう．
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命題 6.8. n次Hermite行列Aに対し，次が成り立つ．

(1) Aの固有値は実数である．

(2) Aの異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する．

証明 (1) λをAの固有値，x ∈ CnをAの λに対する固有ベクトルと
する．Cnの標準Hermite内積を ⟨ , ⟩で表すと，

λ∥x∥2 = λ⟨x, x⟩ = ⟨λx, x⟩ = ⟨Ax, x⟩ = ⟨x,A∗x⟩ = ⟨x,Ax⟩ (A: Hermite)

= ⟨x, λx⟩ = λ⟨x, x⟩ = λ∥x∥2

∥x∥2 > 0より λ = λ．ゆえに λは実数である．
(2) λ, µをAの互いに異なる固有値とする．前命題より λ, µは実数であ
る．λ, µに対するAの固有ベクトルをそれぞれ x, y ∈ Cnとすると

λ⟨x, y⟩ = ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩ = µ⟨x, y⟩.

λ ̸= µであるから，⟨x, y⟩ = 0． □

定義 6.9. V をHermite内積 ⟨ , ⟩をもつ複素ベクトル空間とする．V 上
の線形変換 f がHermite変換であるとは，任意の u, v ∈ V に対して

⟨f(u), v⟩ = ⟨u, f(v)⟩

となるときをいう．

n次Hermite行列Aの定める線形変換A : Cn → Cn はHermite変換で
ある．

命題 6.10. V をHermite内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元複素ベクトル空間とす
る．f ∈ End(V )に対して，次の (1), (2), (3)は同値である．

(1) f はHermite変換である．

(2) V のある正規直交基底に関する fの表現行列はHermite行列である．

(3) V の任意の正規直交基底に関する f の表現行列は Hermite行列で
ある．
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証明 (1) ⇒ (3) f をHermite変換とする．{u1, · · · , un}を V の任意の
正規直交基底とする．f の {u1, · · · , un}に関する表現行列をA = (aij)と
すると，

f(uj) =
n∑

i=1

aijui

f はHermite変換だから，

akj = ⟨f(uj), uk⟩ = ⟨uj, f(uk)⟩ = ajk

ゆえにAはHermite行列である．
(3) ⇒ (2)は明らかである．
(2) ⇒ (1)： V のある正規直交基底 {u1, · · · , un}に関する f の表現行列

A = (aij)がHermiteであるとする．任意の u =
∑

ziui, v =
∑

wiui ∈ V

に対し，

⟨f(u), v⟩ =
∑

ziwj⟨f(ui), uj⟩ =
∑

ziwjaji,

⟨u, f(v)⟩ =
∑

ziwj⟨ui, f(uj)⟩ =
∑

ziwjaij =
∑

ziwjaji

ゆえに f はHermite変換である． □

系 6.11. V を Hermite内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元複素ベクトル空間とす
る．f ∈ End(V )をHermite変換とする．

(1) f の固有値は実数である．

(2) f の異なる固有値に対する固有ベクトルは直交する．

定義 6.12. (1) Aをn次Hermite行列，λをAの固有値とする．次で定
義されるCnの複素部分空間 V (λ)をAの固有値 λに対する固有空
間という：

V (λ) = {x ∈ Cn | Ax = λx}

(2) V を Hermite内積 ⟨ , ⟩をもつ有限次元複素ベクトル空間とする．
f ∈ End(V )をHermite変換，λを fの固有値とする．次で定義され
るV の複素部分空間V (λ)を fの固有値λに対する固有空間という：

V (λ) = {x ∈ V | f(x) = λx}

複素数を成分とする n次正方行列 U がユニタリー行列であるとは，U

は正則行列であり，U∗ = U−1となるときをいう．
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命題 6.13. 複素数を成分とする n次正方行列 U = (u1, · · · , un)に対して
次の条件は同値になる：

(1) U はユニタリー行列である．

(2) U∗U = En

(3) UU∗ = En

(4) ⟨ui, uj⟩ = δij

証明 (1) ⇔ (2) ⇔ (3)は明らかである．U = (u1, · · · , un) ∈ Mn(C)に
対して

U∗U =


tu1

...
tun

 (u1, · · · , un) = (tuiuj)1≤i,j≤n = (⟨ui, uj⟩)1≤i,j≤n

よって，(2) ⇔ (4)が成り立つ． □
問題 6.3. 次を示せ．

(1) n次ユニタリー行列の全体 U(n)は行列の積に関して群になる．

(2) 任意の T ∈ U(n)に対して，|detT | = 1．

上の問中の U(n)を n次ユニタリー群という：

U(n) = {T ∈ M(n;C) | T ∗ = T−1}

問題 6.4. 任意の複素正則行列 P は，ユニタリー行列 T と正則な上三角
行列 U の積として P = TU と表されることを示せ．

問題 6.5. 次を示せ．

(1) SU(n) = {T ∈ U(n) | det(T ) = 1}とおくと，SU(n)は行列の積に
関して群になる．

(2)

SU(2) =

{(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣ z, w ∈ C,
|z|2 + |w|2 = 1

}

=


(
z −w

w z

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = cos θ1 + i cos θ2 sin θ1,

w = cos θ3 sin θ2 sin θ1 + i sin θ3 sin θ2 sin θ1,

0 ≤ θ1 ≤ π, 0 ≤ θ2 ≤ π,

0 ≤ θ3 ≤ 2π


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上の問中の SU(n)を n次特殊ユニタリー群といい，その元を n次特殊
ユニタリー行列という．

定理 6.14. (1) V を Hermite内積 ⟨ , ⟩をもつ複素 n次元ベクトル空
間とする．Hermite変換 f ∈ End(V )の互いに異なる固有値全部を
λ1, · · · , λkとすると，

V = V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk) (直交直和)

(2) 任意のHermite行列はユニタリー行列により対角化することができ
る：任意の n次Hermite行列Aに対して，n次ユニタリー行列Uが
存在して，U−1AU は対角行列になる．

証明 (1) 系 6.11, (1)より，λ1, · · · , λkは実数で，系 6.11, (2)より和
空間 V (λ1) + · · ·+ V (λk) は直交直和になる．V の部分空間W を

W = (V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk))
⊥

と定めると，

V = (V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk))⊕W (直交直和)

任意のw ∈ W, vi ∈ Vi (1 ≤ i ≤ k)に対し，

⟨f(w), v1 + · · ·+ vk⟩ = ⟨w, f(v1) + · · ·+ f(vk)⟩ = ⟨w, λ1v1 + · · ·+ λkvk⟩
= λ1⟨w, v1⟩+ · · ·+ λk⟨w, vk⟩ = 0

となるから，f(W ) ⊂ W．よって，f|W ∈ End(W )はW の Hermite変
換になる．仮に，W ̸= {0}とすると，f|W の固有値，固有ベクトルは f

の固有値，固有ベクトルになり，W のおき方に矛盾が起こる．ゆえに，
W = {0}となり，主張が示された．
(2) Aの互いに異なる固有値全部を λ1, · · · , λk とする．Hermite変換

A ∈ End(Rn)に (1)を適用して，

Cn = V (λ1)⊕ · · · ⊕ V (λk) (直交直和)

V (λj)の正規直交基底{uj1, · · · , ujlj}を並べて，ユニタリー行列P ∈ U(n)

を
P = (u11, · · · , u1l1 , · · · , uk1, · · · , uklk)
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と定めると，

AP = (Au11, · · · , Au1l1 , · · · , Auk1, · · · , Auklk)

= (λ1u11, · · · , λ1u1l1 , · · · , λkuk1, · · · , λkuklk)

= P



λ1

. . .

λ1

. . .

λk

. . .

λk


両辺に P−1をかけて主張が得られる． □

定理 6.7の証明と同様にして次が得られる．

定理 6.15. A1, · · · , Atを互いに可換な n次Hermite行列とする．ある n

次ユニタリー行列 U が存在して，U−1A1U, · · · , U−1AtU が全て対角行列
になる．

定義 6.16. 複素数を成分とするn次正方行列Aが正規であるとは，AA∗ =

A∗Aとなるときをいう．

命題 6.17. 可換な二つのHermite行列A1, A2に対してA = A1 + iA2と
おくと，Aは正規行列である．逆に，任意の正規行列Aに対して，可換
な二つのHermite行列A1, A2が存在して，A = A1 + iA2となる．

証明 可換な二つの Hermite行列 A1, A2に対して A = A1 + iA2とお
く．このとき，A∗ = A∗

1 − iA∗
2 = A1 − iA2．A1A2 = A2A1を用いて，

AA∗ = A2
1 + A2

2 = A∗A

よって，Aは正規行列である．
逆に正規行列Aに対して，

A1 =
1

2
(A+ A∗), A2 =

1

2i
(A− A∗)

とおくと，A1, A2は正規行列でA = A1 + iA2となる．さらに

A1A2 =
1

4i
(A2 − (A∗)2) = A2A1

となるので，A1とA2は可換である． □
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定理 6.18. 任意の正規行列Aに対して，ユニタリー行列 U が存在して，
U−1AU は対角行列になる．逆にA ∈ Mn(C)がユニタリー行列で対角化
できたとすると，Aは正規行列になる．

証明 Aを正規行列とする．命題 6.17より可換な二つのHermite行列
A1, A2が存在して，A = A1 + iA2と表される．定理 6.15より，ユニタ
リー行列 U が存在して，D1 := U−1A1U,D2 := U−1A2U は共に対角行列
になる．このとき，

U−1AU = (U−1A1U) + i(U−1A2U) = D1 + iD2

となるので，U−1AU は対角行列になる．
A ∈ Mn(C)に対してユニタリー行列Uが存在して，D := U−1AUが対
角行列になったとする．このとき，A = UDU∗, A∗ = UDU∗だから

AA∗ = UDDU∗ = UDDU∗ = A∗A

よって，Aは正規行列である． □

7 実交代行列の特殊直交行列による標準形
成分を実数とする n次交代行列の全体をA(n)と表す．

問題 7.1. A(n)は行列の和と実数倍に関して n(n−1)
2
次元ベクトル空間に

なることを示せ．

Cnの標準Hermite内積を ⟨ , ⟩と表す．
まず，n = 2の場合を考えよう．X ∈ A(2)は a ∈ Rを用いて，

X =

(
0 −a

a 0

)
と表される．固有多項式は

fX(t) = |tE2 − A| =

∣∣∣∣∣ t a

−a t

∣∣∣∣∣ = t2 + a2

固有値は±ia．以下，a ̸= 0と仮定する．固有値±iaに対する固有空間を
V (±ia)と表すと，

V (ia) = C

(
1

−i

)
, V (−ia) = C

(
1

i

)
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このとき，

⟨V (ai), V (−ia)⟩ = {0}, V (ai) = {u | u ∈ V (ai)} = V (−ia),

C2 = V (ai)⊕ V (−ia) (直交直和)

が成り立つ．このことは以下のように一般化される．

命題 7.1. X ∈ A(n)に対して次が成り立つ．

(1) nが奇数ならば，Xは固有値 0をもつ．

(2) Xの固有値 ∈ Cは純虚数である．

(3) 純虚数 ia (a ∈ R)がXの固有値ならば，−iaもXの固有値であり，
V (ia) ⊂ CnでXの固有値 iaに対する固有空間を表すと，V (ia) →
V (−ia);u 7→ uは実線形同型写像になる．

(4) iaと ibがXの固有値で a ̸= bならば，⟨V (ia), V (ib)⟩ = {0}．

証明. (1) n = 2m+ 1とおくと，行列式の転置不変性から，

|X| = |tX| = | −X| = (−1)2m+1|X| = −|X|

よって，|X| = 0となる．ゆえにXは固有値 0をもつ．
(2) u ∈ Cn − {0}をXの固有値 α ∈ Cに対する固有ベクトルとすると

α∥u∥2 = ⟨Xu, u⟩ = ⟨u,X∗u⟩ = −⟨u,Xu⟩ = −α∥u∥2

ここで，u ̸= 0より，∥u∥2 > 0．よって，α = −αが得られる．ゆえにX

の固有値は純虚数である．
(3) u ∈ V (ia)とすると，

Xu = Xu = iau = −iau

ゆえに，u ∈ V (−ia)．逆に，v ∈ V (−ia)ならば v ∈ V (ia)であり，これ
らの実線形写像は互いに逆写像になる．
(4) u ∈ V (ia), b ∈ V (ib)とすると，

−ia⟨u, v⟩ = ⟨iau, v⟩ = ⟨Xu, v⟩ = ⟨u,X∗v⟩
= −⟨u,Xv⟩ = −⟨u, ibv⟩ = −ib⟨u, v⟩

a ̸= bより，⟨u, v⟩ = 0．
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X ∈ A(n), g ∈ O(n)に対して，tgXg ∈ A(n)である．

定理 7.2. 任意のX ∈ A(n)に対して，g ∈ SO(n)が存在して，

tgXg =



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)


最後の (0)は nが奇数のときのみ現われる．

証明. Xの 0以外の固有値全部を {±iθj | 1 ≤ j ≤ k}とする．Cnの複素
部分空間 V±(θj)を

V±(θj) = {v ∈ Cn | Xv = ±iθjv}

と定める．また，Rnの実部分空間W (0)を

W (0) = {v ∈ Rn | Xv = 0}(= {0}かもしれない)

と定める．Xは正規行列だからユニタリー行列で対角化可能である．よ
って，

Cn =
k∑

j=1

(V+(θj)⊕ V−(θj))⊕ V (0) (直交直和)

ただし，V (0) = W (0) ⊕ iW (0) = {v ∈ Cn | Xv = 0}．Rnの部分空間
W (θj)を

W (θj) = (V+(θj)⊕ V−(θj)) ∩ Rn = {u+ u | u ∈ V+(θj)}

と定めると，V+(θj) 7→ W (θj);u 7→ u+ uは実線形同型写像だから，

dimRW (θj) = dimR V+(θj) = 2 dimC V+(θj) = dimC V+(θj) + dimC V−(θj)

また，dimR W (0) = dimC V (0)．これらをすべて加え合わせると，

k∑
j=1

dimRW (θj) + dimR W (0)

=
k∑

j=1

(dimC V+(θj) + dimC V−(θj)) + dimC V (0)

= dimC Cn = n
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よって，

Rn =
k∑

j=1

W (θj)⊕W (0) (直交直和)

u ∈ V+(θj)に対し，

X(u+ u) = Xu+Xu = iθju− iθju = θj(iu− iu)

となるから，W (θj)はX-不変であり，X(iu− iu) = −θj(u+ u)．これを
利用して，X|W (θj)の表現行列を求める．そのために {u1, · · · , ul}を複素
部分空間 V+(θj)の正規直交基底とする．このとき，{u1, iu1, · · · , ul, iul}
は V+(θj)を実部分空間とみたものの基底である．このことと簡単な計算
から{

1√
2
(u1 + u1),

i√
2
(u1 − u1), · · · ,

1√
2
(ul + ul),

i√
2
(ul − ul)

}
はW (θj)の正規直交基底になることがわかる．この正規直交基底に関す
るX|W (θj)の表現行列は

0 −θj
θj 0

. . .

0 −θj
θj 0


となる．これらの正規直交基底を並べてRnの正規直交基底 {g1, · · · , gn}
を作り，g = (g1, · · · , gn)とおくと，g ∈ O(n)であり，tgXgは望む形に
なる．もし，g ̸∈ SO(n)ならば，関係式(

0 1

1 0

)(
0 −θ

θ 0

)(
0 1

1 0

)
=

(
0 θ

−θ 0

)

を利用して gを SO(n)の元に取り換えることができる．

8 特殊直交行列の標準形
この節では n次特殊直交行列の特殊直交行列による標準形について考
察する．
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まず，n = 2の場合について考えよう．

g =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
∈ SO(2)

とする．固有多項式は

fg(t) = |tE2 − g| =

∣∣∣∣∣t− cos θ sin θ

− sin θ t− cos θ

∣∣∣∣∣ = (t− cos θ)2 + sin2 θ

固有値は e±iθ．以下，θ ̸∈ πZと仮定する．固有空間は

V (eiθ) = C

(
1

−i

)
, V (e−iθ) = C

(
1

i

)

よって，

C2 = V (eiθ)⊕ V (e−iθ) (直交直和), V (eiθ) = V (e−iθ)

命題 8.1. g ∈ SO(n)に対して次が成り立つ．

(1) nが奇数のとき，gは固有値 1をもつ．

(2) α ∈ Cが gの固有値ならば，|α| = 1．

(3) α ∈ CがX の固有値ならば，αもX の固有値であり，それぞれに
対する固有空間を V (α)と V (α)で表すと，V (α) → V (α);u 7→ uは
実線形同型写像になる．

(4) α, β ∈ Cが gの互いに異なる固有値ならば，それらの固有空間はCn

内で直交する．

証明. (1) n = 2m+ 1とおく．|g| = 1より，

|g − E2m+1| = |g − E2m+1||tg| = |(g − E2m+1)
tg| = |gtg − tg|

= |E2m+1 − tg| = | − (tg − E2m+1)|
= (−1)2m+1|tg − E2m+1| = −|g − E2m+1|

よって，|g − E2m+1| = 0．ゆえに，gは固有値 1をもつ．
(2) u ∈ Cn − {0}を gの固有値 αに対する固有ベクトルとすると，

0 < ∥u∥2 = ⟨gu, gu⟩ = ⟨αu, αu⟩ = |α|2∥u∥2
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よって，|α| = 1．
(3) u ∈ V (α)とすると，

gu = gu = αu = α u

ゆえに，u ∈ V (α)．逆に，v ∈ V (α)ならば，v ∈ V (α)であり，これらの
実線形写像は互いに逆写像になる．
(4) u, v ∈ Cをそれぞれ gの固有値α, βに対する固有ベクトルとすると，

⟨u, v⟩ = ⟨gu, gv⟩ = αβ⟨u, v⟩

α ̸= βより αβ ̸= 1．よって，⟨u, v⟩ = 0．

定理 8.2. 任意の g ∈ SO(n)に対して，h ∈ SO(n)が存在して，

thgh =



cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)


最後の (1)は nが奇数のときのみ現われる．

証明. gの 1以外の固有値全部を {α1, α1, · · · , αk, αk} とし，α ∈ Cに対し
て，Cnの複素部分空間 V (α)を

V (α) = {v ∈ Cn | gv = αv}

と定めると，

Cn =
k∑

j=1

(V (αj)⊕ V (αj))⊕ V (1) (直交直和)

Rnの実部分空間W (αj),W (1)を

W (αj) = {u+ u | u ∈ V (αj)}, W (1) = {v ∈ Rn | gv = v}

と定めると，

dimR W (α) = dimR V (αj) = 2 dimC V (αj) = dimC V (αj) + dimC V (αj),

dimR W (1) = dimC V (1)
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これらをすべて加え合わせると
k∑

j=1

dimRW (αj) + dimR W (1) =
k∑

j=1

(dimC V (αj) + dimC V (αj)) + dimC V (1)

= dimC Cn = n = dimR Rn

よって

Rn =
k∑

j=1

W (αj)⊕W (0) (直交直和)

複素部分空間 V (αj)の正規直交基底を {u1, · · · , ul}とすると，

{u1, iu1, · · · , ul, iul}

は V (αj) を実部分空間と見たものの基底となる．{
1√
2
(u1 + u1),

i√
2
(u1 − u1), · · · ,

1√
2
(ul + ul),

i√
2
(ul − ul)

}
はW (αj)の正規直交基底である．αj = eiθj と表示すると，

g(
1√
2
(up + up)) = cos θj(

1√
2
(up + up)) + sin θj(

i√
2
(u1 − u1)),

g(
i√
2
(up − up)) = − sin θj(

1√
2
(up + up)) + cos θj(

i√
2
(u1 − u1))

よって，g|W (αj)の上の正規直交基底に関する表現行列は
cos θj − sin θj
sin θj cos θj

. . .

cos θj − sin θj
sin θj cos θj


となる．W (αj)(1 ≤ j ≤ k),W (0)のこれらの正規直交基底を並べて Rn

の正規直交基底 {h1, · · · , hn}を作り，h = (h1, · · · , hn) ∈ O(n)とおくと
thghが求める形になる．h ∈ O(n)− SO(n)のときは関係式(

0 1

1 0

)(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
0 1

1 0

)
=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)

=

(
cos(−θ) − sin(−θ)

sin(−θ) cos(−θ)

)
を用いて，hを h ∈ SO(n)と取り直せる．
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系 8.3. exp(A(n)) = SO(n)．

証明. 6系 5.6より exp(A(n)) ⊂ SO(n)．定理 4.1より，任意の g ∈ SO(n)

に対して，h ∈ SO(n)が存在して，

g = h



cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

. . .

cos θm − sin θm
sin θm cos θm

(1)


th

ここで，

X =



0 −θ1
θ1 0

. . .

0 −θm
θm 0

(0)


とおくと，X ∈ A(n)．よって，hX th ∈ A(n)であり，

exp(hX th) = h(expX)th = g.

9 Wirtinger不等式
複素ベクトル空間Cn内の偶数 2m次元の実ベクトル空間全体の中の特
別なクラスとして複素m次元複素部分空間がある．この節では，一般の
2m次元実ベクトル空間について成り立つWirtinger不等式と呼ばれる絶
対不等式を紹介し，その等号成立条件で複素m次元複素部分空間を特徴
付ける (定理 9.7)．7

複素ベクトル空間Cnの標準基底を {e1, · · · .en}で表すと，

{e1, · · · , en, ie1, · · · , ien}
6標準形の話を使わないこれ以上易しい証明を知らない．
7Cauchy-Schwarzの不等式とその等号成立条件と同じ香りを感じるでしょうか？
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はCnの係数体をR に制限した実ベクトル空間の基底になる．R2nの標準
基底を {e1, · · · , en, en+1, · · · , e2n}と表し，iej = en+j (1 ≤ j ≤ n)と同一
視すると，R上ベクトル空間CnはR2nと同一視される：

Cn = Ce1 ⊕ · · · ⊕ Cen = Re1 ⊕ · · · ⊕ Ren ⊕ Rie1 ⊕ · · · ⊕ Rien = R2n

すなわち，

Cn ↔ R2n;

x1 + iy1
...

xn + iyn

↔



x1

...

xn

y1
...

yn


(xj, yj ∈ R)

と同一視している．Cn の演算 v 7→ iv から R2n に複素構造 J が誘導さ
れる：

Jej = iej = en+j, Jen+j = i2ej = −ej (1 ≤ j ≤ n)

行列表示では

J =

(
O −En

En O

)
R2nの標準内積を ⟨ , ⟩と表す．

u =
n∑

j=1

xjej +
n∑

j=1

yjiej, v =
n∑

j=1

x′
jej +

n∑
j=1

y′jiej ∈ R2n

に対し，

⟨u, v⟩ =
n∑

j=1

(xjx
′
j + yjy

′
j)

ここで，

Ju = −
n∑

j=1

yjej +
n∑

j=1

xjiej, Jv = −
n∑

j=1

y′jej +
n∑

j=1

x′
jiej

だから，⟨Ju, Jv⟩ = ⟨u, v⟩．すなわち，J ∈ O(2n)．特に，∥Ju∥ = ∥u∥．
また，

⟨Ju, u⟩ = ⟨J2u, Ju⟩ = −⟨u, Ju⟩ = −⟨Ju, u⟩
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より，⟨Ju, u⟩ = 0が得られる．次に同一視 Cn = R2nの下で U(n)のCn

への作用をR2nへの作用として書けば

U(n) ∼=

{(
A −B

B A

)∣∣∣∣∣ A+ iB ∈ U(n),

A,B ∈ Mn(R)

}
⊂ O(2n)

が得られる．特にU(n)のR2nへの作用は標準内積 ⟨ , ⟩を保つ．U(n)の
Cnへの作用は複素線形だから，任意の g ∈ U(n)について gJ = Jgが得
られる．u, v ∈ R2nに対し，Ω(u, v) = ⟨u, Jv⟩とおくと，

Ω(u, v) = ⟨u, Jv⟩ = ⟨Ju, J2v⟩ = −⟨Ju, v⟩ = −Ω(v, u)

となり，ΩはR2n上の交代形式になる．Ωを (R2n, J, ⟨ , ⟩)のケーラー形
式という．u, v ∈ R2nに対し，

Ω(Ju, Jv) = ⟨Ju, J2v⟩ = ⟨u, Jv⟩ = Ω(u, v)

よって，Ωは J-不変である．u, v ∈ R2n, g ∈ U(n)に対し，

Ω(gu, gv) = ⟨gu, Jgv⟩ (Ωの定義)

= ⟨gu, gJv⟩ (Jg = gJ)

= ⟨u, Jv⟩ (g ∈ U(n) ⊂ O(2n))

= Ω(u, v) (Ωの定義)

よって，ΩはU(n)-不変である．u, v ∈ R2nとする．シュワルツの不等式
より

0 ≤ |Ω(u, v)| = |⟨u, Jv⟩| ≤ ∥u∥∥Jv∥ = ∥u∥∥v∥

∥u∥ = ∥v∥ = 1のとき，0 ≤ |Ω(u, v)| ≤ 1であり，

|Ω(u, v)| = 1 ⇔ Jv = ±u,

|Ω(u, v)| = 0 ⇔ u ⊥ Jv

R2n 内のk次元実部分空間全体のなす集合GR
k (Cn)はGrassmann多様体

と呼ばれている．ユニタリー群 U(n) の Cnへの自然な作用はGR
k (Cn) へ

の作用を誘導する：g ∈ U(n), V ∈ GR
k (Cn)に対して，gV = {gv | v ∈ V }．

V ∈ GR
k (Cn)が複素部分空間であるとは，JV = V となるときを言う．この

とき，kは偶数である．V ∈ GR
k (Cn)が全実部分空間であるとは，JV ⊥ V

となるときを言う．これらはU(n)-不変な概念である：V が複素部分空間
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ならば，任意の g ∈ U(n)に対して，gV も複素部分空間であり，V が全
実部分空間ならば，gV も全実部分空間である．
u1, · · · , u2m ∈ Cnに対し，Ωm(u1, · · · , u2m) ∈ Rを

Ωm(u1, · · · , u2m) :=
1

2m

∑
σ∈S2m

sgn(σ)Ω(uσ(1), uσ(2)) · · ·Ω(uσ(2m−1), uσ(2m))

と定める．ここで，S2mは 2m次対称群である．
V ∈ GR

2m(Cn)の正規直交基底 {u1, · · · , u2m}をとり，

|Ωm|(V ) := |Ωm(V )| = |Ωm(u1, · · · , u2m)| ≥ 0

とおく．次の命題は |Ωm|(V )の定義が well-definedであることを示して
いる．

命題 9.1. |Ωm|(V )の定義は V の正規直交基底 {u1, · · · , u2m}の取り方に
よらない．

証明. {v1, · · · , v2m}をV の他の正規直交基底とすると，g = (gij) ∈ O(2m)

が存在して，

(v1, · · · , v2m) = (u1, · · · , u2m)g すなわち vj =
2m∑
i=1

gijui

gの第 i行を giと表すと，

2mΩm(v1, · · · , v2m)

=
∑

σ∈S2m

sgn(σ)Ω(vσ(1), vσ(2)) · · ·Ω(vσ(2m−1), vσ(2m))

=
∑

σ∈S2m

∑
i1,··· ,i2m

sgn(σ)gi1σ(1) · · · gi2mσ(2m)Ω(ui1 , ui2) · · ·Ω(ui2m−1 , ui2m)

=
∑

i1,··· ,i2m

∣∣∣∣∣∣∣
gi1
...

gi2m

∣∣∣∣∣∣∣Ω(ui1 , ui2) · · ·Ω(ui2m−1 , ui2m)

ここで，i1, · · · , i2m の中に同じものがあれば，

∣∣∣∣∣∣∣
gi1
...

gi2m

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 となるから，
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i1, · · · , i2mは互いに異なるものについてのみ和をとればよい．よって，

2mΩm(v1, · · · , v2m)

=
∑

σ∈S2m

sgn(σ)Ω(vσ(1), vσ(2)) · · ·Ω(vσ(2m−1), vσ(2m))

=
∑

τ∈S2m

∣∣∣∣∣∣∣
gτ(1)
...

gτ(2m)

∣∣∣∣∣∣∣Ω(uτ(1), uτ(2)) · · ·Ω(uτ(2m−1), uτ(2m))

= |g|
∑

τ∈S2m

sgn(τ)Ω(uτ(1), uτ(2)) · · ·Ω(uτ(2m−1), uτ(2m))

= 2m|g|Ωm(u1, · · · , u2m)

|g| = ±1だから主張が得られる．

例 9.2. V ∈ GR
2 (Cn)に対し，V の正規直交基底 {u, v}をとる．このとき，

0 ≤ |Ω(u, v)| ≤ 1であり，

|Ω(V )| = 1 ⇔ V = spanR{u,±Ju} = Cu (複素部分空間),

|Ω(V )| = 0 ⇔ V ⊥ JV (全実)

θ ∈ [0, π/2]に対し，

V (θ) := Re1 ⊕ R(i cos θe1 + sin θe2) ∈ GR
2 (Cn)

とおく．

例 9.3. 任意の V ∈ GR
2 (Cn)に対し，g ∈ U(n)と θ ∈ [0, π/2]が存在して，

gV = V (θ)．
また，θ1, θ2 ∈ [0, π/2]に対し，g ∈ U(n)が存在して，V (θ1) = gV (θ2)

となったとすると，θ1 = θ2．

証明. (後半) g ∈ U(n)が存在して，V (θ1) = gV (θ2)となったとすると

cos θ1 = |Ω(V (θ1))| = |Ω(gV (θ2))| = |Ω(V (θ2))| = cos θ2

θ1, θ2 ∈ [0, π/2]だから，θ1 = θ2．
(前半) V ∈ GR

2 (Cn)の正規直交基底を {u, v}とする．U(n)は S2n−1 ⊂
Cnに推移的に作用するから，g1 ∈ U(n)が存在して，g1u = e1．このと
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き，{e1, g1v}は g1V の正規直交基底になる．U(n − 1)と同型な U(n)の
部分群

U(n− 1) ∼=

{(
1 0

0 g

)∣∣∣∣∣ g ∈ U(n− 1)

}
⊂ U(n)

はS2n−3 ⊂ U(n− 1)に推移的に作用するから，g2 ∈ U(n− 1)(⊂ U(n))が
存在して，

g2g1v =

ia

b

0

 ∈ Cn (b ≥ 0, a ∈ R, a2 + b2 = 1)

と表示される．g := g2g1 ∈ U(n)とおくと，{e1, gv}は gV の正規直交基
底である．θ ∈ [0, π]が存在して，

gv =

i cos θ

sin θ

O

 ∈ Cn

もし π/2 < θ ≤ πのときは，

g3 :=

(
−1

En−1

)
∈ U(n)

だから，

g3gV = spanR

−e1,

−i cos θ

sin θ

0


 = spanR

e1,

i cos(π − θ)

sin(π − θ)

0




となり，証明が完成した．

上の例より，U(n)のGR
2 (Cn)への作用の軌道空間について

U(n)\GR
2 (Cn) = {U(n)V (θ) | θ ∈ [0, π/2]} ∼= [0, π/2]

例 9.4. 2m ≤ nとする．組 θ = (θ1, · · · , θm) ∈ [0, π/2]m に対して V (θ) ∈
GR

2m(Cn)を

V (θ) = ⟨e1, i cos θ1e1+sin θ1e2⟩R⊕· · ·⊕⟨e2m−1, i cos θme2m−1+sin θme2m⟩R
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と定めると

1

m!
|Ωm(V (θ))| = cos θ1 · · · cos θm ≤ 1

= 1 ⇔ V は複素部分空間.

θ = (0, · · · , 0)のとき，V (θ)はCnの複素部分空間であり，θ = (π/2, · · · , π/2)
のとき，V (θ)は全実部分空間となる．

証明. 1 ≤ j ≤ mに対して，

u2j−1 = e2j−1, u2j = i cos θje2j−1 + sin θje2j

とおくと，Ω(u2j−1, u2j) = −Ω(u2j, u2j−1) = − cos θj であり，その他の
j, kに対して，Ω(uj, uk) = 0となる．Ωm(u1, · · · , u2m)の定義より

Ωm(u1, · · · , u2m) =
1

2m

∑
σ∈S2m

sgn(σ)Ω(uσ(1), uσ(2)) · · ·Ω(uσ(2m−1), uσ(2m))

=
∑

σ∈S2m,σ(2j−1)<σ(2j)

sgn(σ)Ω(uσ(1), uσ(2)) · · ·Ω(uσ(2m−1), uσ(2m))

=
∑

σ∈S2m,σ(2j−1)+1=σ(2j)

sgn(σ)Ω(uσ(1), uσ(2)) · · ·Ω(uσ(2m−1), uσ(2m))

{1, 3, · · · , 2m− 1}上の全単射の全体のなすm次対称群を Smと表すと，

sgn(τ(1), τ(1) + 1, · · · , τ(2m− 1), τ(2m− 1) + 1) = sgn(τ)2 = 1

だから，

Ωm(u1, · · · , u2m) =
∑
τ∈Sm

Ω(uτ(1), uτ(1)+1) · · ·Ω(uτ(2m−1), uτ(2m−1)+1)

= m!Ω(u1, u2) · · ·Ω(u2m−1, u2m)

= m!(−1)m cos θ1 · · · cos θm

0 ≤ θj ≤ π/2だから∣∣∣∣ 1

m!
Ωm(V )

∣∣∣∣ = cos θ1 · · · cos θm ≤ 1

= 1 ⇔ V は複素部分空間.
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田崎博之 ([5])は次を示した．

定理 9.5. 2m ≤ nとする．任意の V ∈ GR
2m(Cn)に対し，g ∈ U(n)と

θ = (θ1, · · · , θm), 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θm ≤ π/2が存在して，gV = V (θ).

証明. {u1, · · · , u2m} を V の正規直交基底とする．この正規直交基底は
複素構造と無関係なので必ずしもよい基底とは言えない．そこで交代行
列の標準形の議論をケーラー形式に適用することにより複素構造を反映
したよい正規直交基底を取り直す．2m 次交代行列 (Ω(ui, uj))1≤i,j≤2m を
直交行列で標準形にすることを考えると，V の正規直交基底

{u1, · · · , um, um+1, · · · , u2m}

で次の条件を満たすものが存在することが示される：

Ω(ui, uj) = Ω(Jui, Juj) = 0 (1 ≤ i, j ≤ mまたはm+ 1 ≤ i, j ≤ 2m),

Ω(ui, um+j) = aiδij (ai ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ m)

ここで，後述の補題 9.6を用いた．このとき，

V =
m∑
j=1

spanR{uj, uj+m},

spanR{uj, uj+m} ⊂ {uj, Juj, uj+m, Juj+m}R = Cuj + Cum+j,

j ̸= kのときCuj + Cum+j ⊥ Cuk + Cum+k

ここで，Cuj +Cum+jは直和とは限らない．例えば，um+j = ±ujのとき，
Cuj +Cum+j = Cuj. Cuj +Cum+jは複素 2次元または複素 1次元の複素
部分空間になる．これらの次元の和は

m∑
j=1

dimC(Cuj + Cum+j) ≤ 2m ≤ n = dimCCn

を満たす．系 4.5より，g ∈ SU(n)(⊂ U(n))が存在して，任意の1 ≤ j ≤ m

に対して，
g(Cuj + Cum+j) ⊂ Cej ⊕ Cem+j

が成り立つ．8以下，混乱の恐れのない限りV ∈ GR
2m(Cn)と gV (g ∈ U(n))

とを同一視する．gV, gujをそれぞれ新たに V, ujとおくと，

V =
m∑
j=1

spanR{uj, uj+m}, Cuj + Cum+j ⊂ Cej ⊕ Cem+j (1 ≤ j ≤ m)

8この部分までで，この証明は勝負あった！となっている．
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SU(2)-作用を考えることにより，uj = ej (1 ≤ j ≤ m) としてよい：

V =
m∑
j=1

spanR{ej, uj+m}, uj+m ∈ Cej ⊕ Cem+j

ej ⊥ uj+mより，uj+m ∈ Riej ⊕Cem+j．U(1) = U(Cem+j)-作用を考える
ことにより，

uj+m = (cos θj)iej + (sin θj)em+j (0 ≤ θj ≤ π)

としてよい．ej 7→ −ej は U(1)-作用なので，0 ≤ θj ≤ π/2 としてよい．
{1, · · · ,m}, {m+ 1, · · · , 2m} の置換 Sm × Sm は自然に U(2m)-作用に拡
張されるので，0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θm ≤ π/2 とすることができる．よって，
任意の V ∈ GR

2m(Cn) に対して，g ∈ U(n)と 0 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θm ≤ π/2 が
存在して，

gV =
m∑
j=1

{ej, (cos θj)iej + (sin θj)ek+j}R

となる．

補題 9.6. ω : Rn × Rn → Rを交代線形写像とする．Rnの正規直交基底
{u1, . . . , un}に対して，n次交代行列 (ω(ui, uj))1≤i,j≤nを考える．直交行
列 g ∈ O(n)に対して，

tg(ω(ui, uj))1≤i,j≤ng = (ω(gui, guj))1≤i,j≤n

証明. gui =
n∑

j=1

gjiujと表示する．このとき，

ω(gui, guj) =
∑
k,l

gkigljω(uk, ul) =
∑
k,l

gkiω(uk, ul)glj

よって主張が得られる．

定理 9.7 (Wirtinger不等式). ([2, Lemma 6.13], [3, Lemma 7.18]) V ∈
GR

2m(Cn)に対して，∣∣∣∣ 1

m!
Ωm(V )

∣∣∣∣ ≤ 1

= 1 ⇔ V は複素部分空間 (JV = V ).

証明. U(n)の R2nへの作用は複素線形で計量を保つから，g ∈ U(n)と
V ∈ GR

2m(R2n)に対して，
∣∣ 1
m!

Ωm(gV )
∣∣ = ∣∣ 1

m!
Ωm(V )

∣∣となる．そこで主
張を示すためには，V = V (θ1, · · · , θm)の形であると仮定して一般性を失
わない．例 9.4から主張が従う．
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問題解答　（一部の問題のみ）

問題 3.2. m,nをm ≤ nとなる自然数とする．

(1) 写像

i : Km → Kn;x 7→

(
x

0

)
は単射線形写像であることを示せ．また，iの表現行列を求めよ．

(2) 写像

p : Kn → Km;



x1

...

xm

xm+1

...

xn


7→

x1

...

xm



は全射線形写像であることを示せ．また，Ker(p)を求めよ．さらに
pの表現行列を求めよ．

(3) 合成写像 p ◦ i : Km → Kmと i ◦ p : Kn → Knのそれぞれの表現行
列を求めよ．

証明. (1) x,y ∈ Km, a, b ∈ Kに対し，

ι(ax+ by) =

(
ax+ by

0

)
= a

(
x

0

)
+ b

(
x

0

)
= aι(x) + bι(y)

ゆえに ιは線形写像である．
x,y ∈ Kmに対し，

ι(x) = ι(y) ⇔

(
x

0

)
=

(
y

0

)
⇔ x = y

ゆえに，ιは単射である．
標準基底に関する ιの表現行列は(

Em

On−mm

)
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(2) Knの元をm次列ベクトルと n−m次列ベクトルを縦に並べ(
x

x′

)
,

(
y

y′

)
∈ Km (x, y ∈ Km, x′, y′ ∈ Kn−m)

と表す．a, b ∈ Kとすると，

p

(
a

(
x

x′

)
+ b

(
y

y′

))
= p

(
ax+ by

ax′ + by′

)
= ax+ by

= ap

(
x

x′

)
+ bp

(
y

y′

)
ゆえに，pは線形写像である．任意の x ∈ Kmに対し，

p

(
x

0

)
= x

ゆえに，pは全射である．Ker(p)は

Ker(p) =




0m
xm+1

...

xn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣xm+1, · · · , xn ∈ K


標準基底に関する pの表現行列は(

Em Om,n−m

)
(3) x ∈ Kmに対し，

(p ◦ ι)(x) = p

(
x

0

)
= x

p ◦ iの表現行列はEm．x ∈ Km, x′ ∈ Kn−mに対し，

(ι ◦ p)

(
x

x′

)
= ι(x) =

(
x

0

)
ι ◦ pの表現行列は (

Em Om,n−m

On−m,m On−m,n−m

)
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問題 3.3. (m,n)行列Aに対して，rank(tA) = rank(A)となることを示せ．

証明. r = rank(A)とおくと，m次正則行列 P と n次正則行列Qが存在
して，

PAQ =

(
Er O

O O

)
両辺の転置をとると，

tQtAtP =

(
Er O

O O

)
tQ, tP は正則だから，rank(tA) = r = rank(A)．

問題 3.4. (例題 1.1を参照)

rank


x2
1 x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2
2 · · · x2xn

...
...

...

xnx1 xnx2 · · · x2
n


を求めよ．

解答. (x1, · · · , xn) = (0, · · · , 0)のとき，rank = 0．
(x1, · · · , xn) ̸= (0, · · · , 0)のとき，ある iが存在して，xi ̸= 0．このとき，


x2
1 x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2
2 · · · x2xn

...
...

...

xnx1 xnx2 · · · x2
n

 (1)→



x2
1 x1x2 · · · x1xn

x2x1 x2
2 · · · x2xn

...
...

...

x1 x2 · · · xn

...
...

...

xnx1 xnx2 · · · x2
n


(2)→

 O

x1 · · · xn

O

→

(
1 O

O O

)

ここで (1)は第 i行に x−1
i をかけた．(2)は第 j行 (j ̸= i)に第 i行の−xj

倍を加えた．よって，

rank =

{
0 ((x1, · · · , xn) = (0, · · · , 0)のとき)

1 ((x1, · · · , xn) ̸= (0, · · · , 0)のとき)
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問題 4.1. [Hadamardの不等式 I] a1, · · · ,an ∈ Rn − {0}を n個の n次列
ベクトルとする．このとき，

|det(a1, · · · ,an)| ≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥,
“ =′′⇔ a1, · · · ,anは互いに直交

となることを示せ．

証明 1. まず，

a1 =


a11
0

0
...

0

 , a2 =


a12
a22
0
...

0

 , · · · ,an =


a1n
a2n
a3n
...

ann


という特別な形のベクトルに対して，主張が正しいことをいう．この形
の場合には，(a1, · · · ,an)が上三角行列になるので，

|det(a1, · · · ,an)| = |a11||a22| · · · |ann|
≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥,
“ =′′⇔ a1, · · · ,anは互いに直交

部分群の列 O(n) ⊃ O(n − 1) ⊃ · · · ⊃ O(1)があることに注意する
と，任意の a′

1, · · · ,a′
n ∈ Rn − {0} に対して，直交行列 T ∈ O(n)が存

在して，ai := Ta′
i とおくと，a1, · · · ,an は上の形になる．このとき，

(a1, · · · ,an) = T (a′
1, · · · ,a′

n), |det(T )| = 1だから，

|det(a′
1, · · · ,a′

n)| = |det(a1, · · · ,an)|
≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥ = ∥a′

1∥ · · · ∥a′
n∥

“ =′′⇔ a1, · · · ,anは互いに直交

⇔ a′
1, · · · ,a′

nは互いに直交

証明 2. 証明の準備として，X = (xij) ∈ Mn(R)を正値対称行列とすると，

0 < |X| ≤ x11 · · ·xnn

“ =′′⇔ X =

x11

. . .

xnn


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が成り立つことを示す．仮定より，P = (pij) ∈ O(n)と λi > 0が存在
して，

X = P

λ1

. . .

λn

P−1

両辺の対角成分を比較して，

xii =
∑
k,l

pikλkδklpil =
n∑

k=1

p2ikλk ≥ p2iiλi ≥ λi

また，|X| = λ1 · · ·λn > 0であり，

|X| = λ1 · · ·λn ≤ x11 · · · xnn

“ =′′⇔ X =

λ1

. . .

λn


以上の準備の下に主張を示す．{a1, · · · ,an}が線形従属のとき，det(a1, · · · ,an) =

0．ai ̸= 0より，

|det(a1, · · · ,an)| < ∥a1∥ · · · ∥an∥

となり主張が成り立つ．
以下，{a1, · · · ,an}が線形独立のときに，主張を示す．X := tAA =

(taiaj) = (⟨ai,aj⟩)は正値対称行列だから，

(detA)2 ≤ ∥a1∥2 · · · ∥an∥2

“ =′′⇔ ⟨ai,aj⟩ = 0 (i ̸= j)

よって，

|detA| ≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥
“ =′′⇔ ⟨ai,aj⟩ = 0 (i ̸= j)

ゆえに，主張が示された．

問題 4.2. 次を示せ．

(1) n次ユニタリー行列の全体 U(n)は行列の積に関して群になる．
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(2) 任意の T ∈ U(n)に対して，|detT | = 1．

証明. (1) g, h ∈ U(n)とする．このとき，

(gh)∗(gh) = (h∗g∗)(gh) = h∗(g∗g)h = h∗Enh (g ∈ U(n))

= h∗h = En (h ∈ U(n))

ゆえに gh ∈ U(n)．g ∗ g = Enより g−1 = g∗．

(g−1)−1 = (g∗)−1 = (g−1)∗

よって，g−1 ∈ U(n)．以上より，U(n)は行列の積に関して群になる．
(2) En = T ∗T の両辺の行列式をとると，

1 = det(En) = det(T ∗T ) = det(T ∗)det(T ) = det(tT )det(T )

= det(tT )det(T ) = det(T )det(T ) = det(T )det(T ) = |det(T )|2

0 ≤ |det(T )|より |det(T )| = 1．

問題 4.6. [Hadamardの不等式 II] 次を示せ．a1, · · · ,an ∈ Cn −{0}に対
して，

|det(a1, · · · ,an)| ≤
n∏

j=1

|aj|

“ =′′⇔ a∗
iaj = 0 (i ̸= j)

証明 1. U(n)がCnの超球面に推移的に働くことと，自然な包含関係U(1) ⊂
U(2) ⊂ · · · ⊂ U(n)があることから，g ∈ U(n)が存在して，

a′
1 := ga1 =


a11
0
...

0

 , a′
2 := ga2 =


a12
a22
0
...

0

 , · · · ,a′
n := gan =


a1n
a2n
...

ann


ここで，ajj ≥ 0．このとき，

a11a22 · · · ann = det(ga1, · · · , gan) = det(g)det(a1, · · · ,an)
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両辺の絶対値をとると

|det(a1, · · · ,an)| = a11a22 · · · ann ≤ |ga1| · · · |gan|

仮定 aj ∈ Cn − {0}より，

“ =′′ ⇔ ajj = |aj| ⇔ a′
j =



0
...

0

ajj
0
...

0


⇔ a′∗

i a
′
j = 0 (i ̸= j)

⇔ a∗
iaj = 0 (i ̸= j)

証明 2. 証明の準備として，X = (xij) ∈ Mn(C)を正値Hermite行列とす
るとき，

0 < |X| ≤ x11 · · ·xnn

“ =′′⇔ X =

x11

. . .

xnn


となることを示す．仮定より，P = (pij) ∈ U(n)と λi > 0が存在して，

X = P

λ1

. . .

xn

P ∗

両辺の対角成分を比較して，

xii =
n∑

k=1

|pik|2λk ≥ |pii|2λi ≥ λi

また，|X| = λ1 · · ·λn > 0であり，

|X| = λ1 · · ·λn ≤ x11 · · · xnn

“ =′′⇔ X =

λ1

. . .

λn


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以上の準備の下に主張を示す．
{a1, · · · ,an}が線形従属のときは，

|det(a1, · · · ,an)| = 0 <
n∏

j=1

|aj|

となり，主張が成り立つ．
以下，{a1, · · · ,an}を線形独立とする．X := A∗A = (⟨ai,aj⟩)は正値

Hermite行列だから，

detX = |detA|2 ≤ ∥a1∥2 · · · ∥an∥2

“ =′′⇔ ⟨ai,aj⟩ = 0 (i ̸= j)

よって，

|detA| ≤ ∥a1∥ · · · ∥an∥
“ =′′⇔ ⟨ai,aj⟩ = 0 (i ̸= j)

ゆえに，主張が示された．

問題 5.1. |α| < 1 のとき， lim
m→∞

Jn(α)
m = 0 となることを示せ．

証明. Jn(α) = αEn +Nと表示すると，Nn = O．m ≥ nとする．二項定
理より

Jn(α)
m = αmEn + mC1α

m−1N + · · ·+ mCn−1α
m−(n−1)Nn−1

右辺の項の数はmによらずに nだから，主張を示すためには，|α| < 1の
とき，

lim
m→∞mCk|α|m−k = 0 (k = 0, 1, 2, · · · , n− 1)

を示せばよい．ここで，

0 < mCk =
m(m− 1) · · · (m− (k − 1))

k!
≤ mk

k!

1 < 1
|α| = 1 + h (h > 0)と表示すると，

|α|m−k =
1

(1 + h)m−k

≤ 1

m−kCk+1hk+1
=

(k + 1)!

(m− k)(m− k − 1) · · · (m− k − k)hk+1

≤ (k + 1)!

(m− 2k)k+1hk+1
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よって，

0 ≤ mCk|α|m−k ≤ mk

(m− 2k)k+1
· k + 1

hk+1
→ 0 (m → ∞)

ゆえに主張が示された．

問題 5.8. 次の行列Aについて exp tAを求めよ．

(1) A =

(
4 2

−3 −1

)
(2) A =

(
3 1

−1 1

)
証明. Aの固有多項式を fA(λ) = |λE2 − A|と表す．
(1) fA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)より，Aの固有値は 1, 2．ゆえにAは対角化
可能である．Aの固有値 1に対する固有ベクトルと固有値 2に対する固
有ベクトルを順に並べ，

P =

(
2 1

−3 −1

)
とおくと，P は正則で，

P−1AP =

(
1 0

0 2

)
以上より，

exp tA = P

(
et 0

0 e2t

)
P−1 =

(
−2et + 3e2t −2et + 2e2t

3et − 3e2t 3et − 2e2t

)
(2) fA(λ) = (λ − 2)2より，Aの固有値は 2(重根)．A ̸= 2EnよりAは

対角化不可能である．Aの固有値 2に対する固有ベクトルは

c

(
1

−1

)
(c ̸= 0)

これを踏まえて正則行列 P とべき零行列N を

P =

(
1 1

−1 1

)
, N =

(
0 1

0 0

)
と定めると，P−1AP = 2(E2 +N)．m = 0, 1, 2, · · · に対し，

Am = 2mP (E +N)mP−1 = 2mP (E +mN)P−1.
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よって，

exp tA = P

∞∑
m=0

(2t)m

m!
(E +mN)P−1

= P (e2tEP−1) + P
∞∑

m=1

(2t)m

(m− 1)!
NP−1 = e2tE + 2te2tPNP−1

=

(
e2t + te2t te2t

−te2t e2t − te2t

)
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